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要旨
本報告では，素因数分解専用の集積回路に関する既存の提案に対して，その実現

性に関する評価を行ないその結果を報告する．
評価は主に二つのフェーズから行なった．一つ目は，既存技術において，どの方

式が最も評価に値する手法であるかを検討し，かつその方式の問題点を特定する調
査作業，二つ目は注目した評価対象に対する詳細な評価結果である．
評価は，アルゴリズム技術者による解析のグループと，装置自体の実装を評価す

るハードウェア技術者による評価グループとで行ない評価作業をまとめた．
結果として，RSA-1024型の実用暗号利用で懸念される合成数を分解する実現性

は極めて低いと判断した．その判断理由の大きなポイントは以下の通りである:

1. (前提)現状，最も有力な素因数分解の手法は，一般数体篩法，およびその改
良法であり，今後これを脅威的に上回るアルゴリズム的ブレイクスルーはな
い，と仮定する．数体篩法では全体の計算コストの中で篩処理が最も大きな
部分を占める．

2. (アプローチ)1024ビット合成数を対象とした一般数体篩法における篩処理の
実現性を主張する方式として，現在，30 cmウェハ上で構成したカスタムハー
ドウェアを複数個用いて篩処理を行なう [49]が提案されており，現状，他方
式に比べコスト優位性を持つとみられている．これはアイデアレベルである
ので，ある程度の改良，アイデアの精密化などにより，計算コストなどの定
数オーダーの変更はありうることを考慮に入れた上で，装置設計の規模，現
実性という観点からの評価を行う．

考察 1 現状の提案はアイデアのレベルにとどまっており，詳細な装置仕様を記述す
るに至っていない (第 6.1節)．詳細な仕様を作成することは自明な作業ではな
く，多くの障壁を乗り越えなければならないことが予想される．

考察 2 30 cmウェハ規模の巨大な論理回路自体が非現実的である．その製造費用を
考える以前に，その製造方法が存在しない．また，その代替案も困難である
ことが予想され，初期費用以前の問題である．仮に製造したとしても (主要な
面積部分に対して)1 GHz クロックによる動作を期待することはできない (第
5.2節, 第 8章)．

考察 3 故障耐性については原著にて付録として扱っている．しかし，我々の評価で
は，独立性の低い高並列な回路構成ゆえに，多くの出力に故障が起こること
が想定されるなど，原著の検討で故障耐性が十分であるとは考えない．さら
に，現状の半導体技術の経験から，今回の評価対象に我々が考える適切な故障
耐性を持たせる場合，全体でもかなりの部分を占めるパートについては，場
合により大規模な冗長回路構成とする必要がある．すなわち, 30 cm ウェハに
原著者が主張する機能を搭載するのは困難と考えるのが妥当である (第 5.3)．



考察 4 電力消費からくる発熱に対する冷却，および動作中のメンテナンスなども動
作のコストとして計上されるべきであるが，これらは 30 cmウェハという大
きな回路であり，現実的にどう克服してよいか，ノウハウがない (第 7章)．

考察 5 その他，クロックツリーの構築 (第 7.3節)，冗長回路の埋め込み，試運転段階
の動作検査用論理などサポート技術 (第 5.3節)，製造上のサイズマージンなど
(第 8章)，実世界での実装を試みた場合に回路規模の増加が強く見込まれる．

考察 6 以上の懸念の多くは装置が占めるウェハ上の面積に関わる部分であり，半導
体技術が進歩し，集積度があがればこれらは克服できる可能性がある．
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第1章 素因数分解と一般数体篩法
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1.1 一般数体篩法

数体篩法 (Number Field Sieve)は合成数の素因数分解を行うアルゴリズムとして

1990年にA.K.Lenstra, H.W.Lenstra, M.S.Manasse, J.M.Pollard らによって考案さ

れた ([33]). 最初は特殊な条件のついた数体を用いる方法 (特殊数体篩法) であり, 対

象とする合成数も特殊な形に限定されていたが, 多くの数学的障壁を乗り越えるこ

とで, 一般的な数体を用いて, 任意の形の合成数を扱うことができるように改良され

た. これが一般数体篩法であり, さらなる改良や新しいアイデアが加えられ現在, 素

因数分解法として最も強力な方法となっている.

1.1.1 基本方針

一般数体篩法の概略を説明する. 高速化や, より一般的な状況への対策方法など

種々の研究結果が知られているが, ここでは最も基本的な方針についてのみ言及す

ることとする.

合成数 nの素因数分解をすることを考える. f(x) ∈ Z[x] を 1変数monic既約 d次

整係数多項式とする. θ ∈ Cを f の一つの根:

f(θ) = 0 (1.1)

とし, Z上 θで生成される環

Z[θ] := {a0 + a1θ + · · ·+ ad−1θ
d−1 | ai ∈ Z}

を考える. さらに, m ∈ Zを

f(m) ≡ 0 mod n (1.2)

を満たすものとする. このとき, 環準同型

φ : Z[θ] −→ Z/nZ, g(θ) 	→ g(m) mod n (1.3)

が自然に定義できる. ここで, 互いに素な整数の組 (a, b)の集合 Sであって,

∏
(a,b)∈S

(a+ bm) は Zにおいて平方数, (1.4)

∏
(a,b)∈S

(a+ bθ) はZ[θ]において平方数 (1.5)
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を満たすものを見つけることができたとする.
∏
(a+ bm) = x2, x ∈ Z,

∏
(a+ bθ) =

µ2, µ ∈ Z[θ] とおく. このとき上記準同型により, φ(a+ bθ) = a+ bm mod n である

から

φ(µ2) = x2 mod n (1.6)

が成り立つ. φ(µ) = y mod n (y ∈ Z)とすれば,

y2 ≡ x2 mod n (1.7)

が成り立ち, 従って gcd(x− y, n)を計算することで nの因数が見つかる可能性がで

てくる.

以上が数体篩法の基本方針である. 次に, 多項式 f(x)や法 nでの根mの構成法の

一例や, 条件 (1.4), (1.5)を満たす集合 Sの求め方について説明する.

1.1.2 多項式 fと整数mの構成法

ここでは最も素朴な”base m”法と呼ばれる構成法を紹介する.

素数べきでない正整数nが与えられたとき, 1変数整係数monic多項式 f(x)と, 整

数mであって, f(m)が nの倍数であるものを構成する.

整数 d > 1を n > 2d
2
を満たすようにとり, m = [n1/d] (Gauss記号)とおく. nの

m進展開を

n = cdm
d + cd−1m

d−1 + · · ·+ c0, ci ∈ Z, 0 ≤ ci < m

とする. このとき d, mの取り方から,

cd = 1, cd−1 < d

であることが容易にわかる.

ここで多項式 f(x) ∈ Z[x]を

f(x) = xd + cd−1x
d−1 + · · ·+ c0 (1.8)

とおく. f(m) = nであることに注意 (求める条件より強い). ただし, この段階では

f(x)は既約とは限らない. しかし, もし f(x) = g(x)h(x)のように分解されたとす
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ると, n = f(m) = g(m)h(m)であるが, g(m), h(m) �= ±1であるならばこれは nの

非自明な分解を与えることになる. また, g(m) = ±1, または h(m) = ±1 ならば他
方を改めて f(x)とし, 再度, 既約性の判定を行えばよい.

1.1.3 集合S

条件 (1.4), (1.5)を満たす集合 Sは, 大まかに次の 2つのステップに分けて構成さ

れる.

(i) 互いに素な整数の組 (a, b)の集合 T で, a+ bm, a+ bθがともに smoothであるも

のを探す (smoothの定義は後述).

(ii) 線型代数を用いて条件を満たす集合 S ⊆ T を求める.

さらに, (i)は, smoothな a + bmを探すこと (これを数体篩法における”rational

sieve”という) と, smoothな a + bθを探すこと (これを”algebraic sieve”という)

に分けられる.

まず”rational”部分について説明する.

uを (nに依存する)大きな正整数とし,

U := {(a, b) | a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1, |a| ≤ u, 0 < b ≤ u}

とおく. 次にパラメータ y = y(n)(正の実数)を固定し,

T1 := {(a, b) ∈ U | a + bm : y-smooth}

とする. ここで, 整数 aが y-smoothであるとは, aの全ての素因子が y以下である

ことをいう.

T1は”篩”(sieve)によって求められる:

各 0 < b ≤ uに対し, a + bm, −u ≤ a ≤ aが入った配列を考える. 各素数 p ≤ y

に対し, 各配列の要素 a+ bmが a ≡ −bm mod pを満たす (a+ bmが pで割れる)な

らば, 要素を配列からいったん取り出し, pで割れる限り割り続け, 最後に得られた

商を同じ配列に戻すという作業を行う. この作業が終了したとき, 最終的に配列に

残っている数は, aに対応する配列について, a + bmの, y以下の全ての素数と素な

最大の約数ということになる. もしある aに対応する配列の要素が最終的に±1と
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なっているならばこれは a+ bmが y-smoothであることを意味し, T1の元を見つけ

たことになる.

y以下の素数の集合を篩の factor baseという. y 以下の素数の個数を π(y)で

表す.

パラメータ yおよび uは,

#T1 > π(y) + 1 (1.9)

を満たすように取られていると仮定する.

B = π(y)とおき, pj (1 ≤ j ≤ B)を j番目の素数とする. また p0 = −1とおく.
y-smoothな整数

w =

B∏
j=0

p
ej
j

に対し, ベクトル e(w) ∈ FB+1
2 を次で定義する:

e(w) = (e0 mod 2, e1 mod 2, . . . , eB mod 2) .

各 (a, b) ∈ T1に対し, 2元体 F2上のB + 1次元ベクトル e(a + bm)を作れば, 仮

定 (1.9)よりベクトルの個数がベクトル空間 FB+1
2 の次元B + 1を真に超える. よっ

てこれらのベクトルには (F2上)非自明な線型関係が存在する (1次従属). すなわち,

空でない部分集合 S ⊆ T1が存在して,

∑
(a,b)∈S

e(a+ bm) = 0 ∈ FB+1
2

となる. これは ∏
(a,b)∈S

(a+ bm) = x2 in Z

すなわち, 平方数であることを意味する. 以上により, 線型代数の計算を経て, (1.4)

を満たす集合 Sを探すことができる.

次に algebraic部分について説明する.

α ∈ Z[θ]が y-smoothであるとは, ノルムN(α) ∈ Zが y-smoothであることと定

義する.
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素数 pに対し, f mod pの (Z/pZでの) 根の集合を次のようにおく1.

R(p) := {r ∈ Z/pZ | f(r) ≡ 0 mod p}.

整数 0 < b ≤ u, b �≡ 0 mod p を固定する.

a+ bθ ∈ Z[θ](a, b( �= 0) ∈ Z) の形の元のノルムは

N(a + bθ) = bdf(−a/b)

により与えられる. このとき次が成り立つ.

N(a + bθ) ≡ 0 mod p ⇔ bdf(−a/b) ≡ 0 mod p

⇔ −a/b =: r ∈ R(p)
⇔ a ≡ −br mod p for some r ∈ R(p).

集合 U を rationalのときと同様, さらに類似として次の集合を考える:

T2 := {(a, b) ∈ U | a+ bθ : y-smooth} .

ここで”篩”により, 集合 U の中から T2に含まれる元を抽出する:

rational sieveと同様に, bを固定し, N(a + bθ), −u ≤ a ≤ u が入った配列を考え

る. bを割らない各素数 p ≤ yと, 各 r ∈ R(p)に対し, a ≡ −br mod pが成り立つ
(すなわちN(a+ bθ) ≡ 0 mod p) 配列の要素N(a+ bθ)を取り出し, pで割れる限り

割り続け, 最後に得られた商を同じ配列に戻すという作業を行う. この作業が終了

したとき, ±1が入っている配列が y-smoothな a+ bθに対応している, 従って T2の

元が得られたということになる.

a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1, および素数 pと r ∈ R(p)に対し,

ep,r(a+ bθ) =

{
ordp(N(a + bθ)) if a+ br ≡ 0 mod p,

0 otherwise,

とおく2. このとき

N(a + bθ) = ±
∏
p,r

pep,r(a+bθ) (1.10)

1Z[θ]の 1次の素イデアルと, 組 (p, r) (r ∈ R(p)) の間に 1対 1対応が存在し, α ∈ Z[θ] が smooth
であることの定義は, Z[θ]の単項イデアル (α)がノルムが y以下であるような 1次の素イデアルの積
として表されることと同値である.

2ordpは有理整数上の order関数をあらわす: ordp(a) = t
def⇔ a = pta′, gcd(a′, p) = 1.
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が成り立つ (積は素数 p全体と r ∈ R(p)全体にわたる).
ここでB′ := #{(p, r) | p < y : 素数, r ∈ R(p)} とおくとき, #T2 > B′ならば,

rational sieveで述べた線型代数を用いた方法と同様の方法により, 空でない部分集

合 S ⊂ T2であって, 任意の (p, r) (p ≤ y)に対し,∑
(a,b)∈S

ep,r(a+ bθ) ≡ 0 mod 2 (1.11)

が成り立つようなものを見つけることができる. しかし実はこの条件 (1.11)は, 求

めたい条件式 (1.5)のためには (すなわち平方数であるためには) 必要であるが, 十

分であるには程遠い. この差異を埋めるための手法として, Adleman([1])による平

方剰余記号 (Legendre記号) の値を補助条件に用いる方法を以下で説明する.

素数 qに対し,
(

∗
q

)
を平方剰余記号とする.

(1.3)で定義した全射準同型写像φ : Z[θ]→ Z と
(

∗
q

)
の合成写像をχqと書くこと

とする. このときZ[θ]のある素イデアル qが存在して, χq(Z[θ] \ q) = {±1} となる.
α ∈ Z[θ]が平方数であるためには, 素数 qであって, 対応する素イデアル qについ

て α �∈ qを満たすものに対し, χq(α) = 1が成り立つことが必要で, 十分多くの素数

についてこれが成り立つことは平方数であることの強い証拠になり得ることが示さ

れる. algebraic部分では条件 (1.11)に加え, このアイデアを用いて条件 (1.5)を満た

す Sを構成する.

Qをいくつかの素数に対する χqからなる有限集合とする3.

(a, b) ∈ T2と χq ∈ Qに対し,

χq(a+ bθ) = (−1)eq(a+bθ), eq(a+ bθ) ∈ {0, 1}

とおき, さらに (a, b)に対し, F2上のB′ +#Q次元ベクトル

(
(ep,r(a+ bθ))p,r, (eq(a+ bθ))χq∈Q

)
を作る. #T2がB′ + #Qを超えているならば, 線型代数により, #T2個のベクトル

は一次従属となり, これまでの議論と同様にして, この従属関係式から T2の部分集

合 Sが定まる. この Sに対し, 関係式 (1.11)に加え, 全ての χq ∈ Qに対し,

χq


 ∏

(a,b)∈S
(a+ bθ)


 = 1

3qを factor base の boundよりも大きく選ぶなど, うまく選択する必要がある.
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が成り立つこととなる. あとは
∏

(a,b)∈S(a + bθ) の平方根の計算を行えばよい4. よ

り詳細な手順については付録A.2.3節参照のこと.

composite number : n

1. A polynomial  f

f(x) ∈Z[x] : monic, irreducible

f(θ ) = 0 (θ ∈ C), 

m∈ Z s.t. f(m) ≡ 0 mod n

2. A set S

S : a set of pairs of relatively prime integers 

(a,b) s.t.

3. factor

factor of n : z

Π (a+bm) = x2 (in Z)
(a,b)∈S
Π (a+bm) = x2 (in Z)

(a,b)∈S

Π (a+bθ) = µ2 (in Z[θ ])
(a,b)∈S
Π (a+bθ) = µ2 (in Z[θ ])

(a,b)∈S

z = gcd( x - φ(µ), n )

2-1. Rat ional Sieve

Find pairs (a, b) s.t. a+bm is smooth.

2-2. A lgebraic Sieve

Find pairs (a, b) s.t. a+b θ is smooth.

2-3. Quadratic character

2-4. Linear algebra

2-5. Squaring

Sieving 

図 1.1: 数体篩法の流れ

1.1.4 篩の計算

前節で述べたように数体篩では rationalと algebraicの 2種の篩を実施する必要が

ある.

rational sieve ある範囲の a, bに対し, a+ bmの形の整数の smooth性を調べるの

が篩である. bを固定して, aを動かしたとき, factor baseに含まれる素数 pに対し

て pで割りきれる a+ bmは等差数列として現れる.

そこでまず, 各 amin ≤ a ≤ amax に対応させたmax−min個の配列W [i]を用意す

る. 初期値は 0としておき, 各 pに対して, a+ bmが pで割れるならば対応する配列

4一般には Z[θ] �= OK(代数的整数環) であり, この場合, 正確には若干の修正が必要になるが, こ
こでは詳細には立ち入らない. また, 線型代数関係の計算は, rational, algebraicを一度にまとめて行
うこともある.
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に �log p� を加えていく. これは最初に割れる箇所さえ計算すれば, あとは pおきに

加えていくことで実施できる.

factor base に含まれるすべての素数に対して上記手順を行った後, 値が, ある閾

値を超えている配列に対応する a+ bmは, ある程度多くの素数で割り切れたという

ことを意味し, smoothとなる可能性の高い候補となる. さらに bの方も動かして多

くの候補を集める.

これらの候補に対し, 実際に factor baseの素数で素因数分解を実施し, smoothで

あるかどうかを確かめる5.

algebraic sieve N(a+ bθ) ≡ 0 mod p⇔ a ≡ −br mod p for some r ∈ R(p)であっ
た. よって rationalの場合と同様, bを固定, aを動かしたとき, (p, r)で割れる箇所

は等差数列として現れる. よって手順もまったく rationalの場合と同様である.

1.1.5 その他の計算

数体篩法では, 篩作業が終了したのち, 行列の計算を行い一次従属関係を作成しな

ければならない. 行列のサイズは factor baseの個数などに依存して決まるが, 対象

となる合成数のサイズが大きい場合, factor base も多く必要で, よって行列のサイ

ズも非常に大きなものになる. 行列計算は基本的にはGauss消去などで行うが, 扱

う行列は疎 (要素が 0のものが多い)であり, サイズを小さくして計算する方法など

を用いることが可能である.

代数体の元の平方根を計算する方法としては, 多項式 (f(x))がmonicで次数が低

い場合などはHensel liftを用いて計算する方法, またそれらを改良した方法 ([30])な

どがが有力である.

1.1.6 数体篩法の計算量

ここでは数体篩法の全ての処理に必要な計算量見積もりについて, 結果のみ述べ

ることにする.

計算量を次の式を用いて表す.

Lx[a, b] = exp( (b+ o(1))(log x)a(log log x)1−a ).
5完全に smoothとならない場合でもうまく組み合わせて平方数をつくる手法もある.
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アルゴリズムへの入力を xとしたとき, 計算量が log xの多項式であらわされるも

のを多項式時間アルゴリズムと呼ぶが, 上記式を用いると a = 0 (Lx[0, b] = exp((b+

o(1))(log log x)) = log x exp(b+ o(1))) の場合として表現できる. a = 1の場合は指

数時間アルゴリズムということになる. よって計算量をこの式であらわした場合, a

の値は 0に近い方が計算量が”少ない”, 素因数分解アルゴリズムに関して言えば, よ

り優れた分解法であるということになる.

数体篩法 (平方剰余記号を用いた方法の場合)において, 目的の合成数を nとした

ときの計算量は, 高々

Ln[1/3, (64/9)
1/3 + o(1)] = Ln[1/3, 1.92299 · · ·+ o(1)] (1.12)

と見積もられている ([30]).

さらにCoppersmithによる改良案 ([11])によれば, 計算量の見積もりは

Ln[1/3, 1.901] (1.13)

である. ちなみに, 2次篩法 (MultiPlynomial版 [50])の計算量は Ln[1/2, 1.020], 特

殊数体篩法は Ln[1/3, 1.526 . . .]となることも知られている (特殊数体篩法が適用で

きる合成数は極めて特殊なものに限られることに注意).

実際の合成数に対して, 各種パラメータをどの程度の大きさで取ればよいかにつ

いて, 様々な試算が行われている. 1024-bit RSA型合成数 (n = pq, p, qは同じビッ

ト長の素数)は現在公開鍵暗号の鍵として広く用いられており, このサイズの合成数

の素因数分解は多くの研究者の興味を引いている.

rational sieveにおける smoothness bound(factor baseに含まれる素数の上限) を

yr, algebraic sieveに対する boundを ya (1.1.3節ではともに yと書いた)とするとき,

[49](Crypto2003版の改訂版)では yr ≈ 3.5 · 109, ya ≈ 2.6 · 1010を採用している.
また, [37]ではより理論的な考察のもと, 1024-bitに対しては yr ≈ 1.2 · 1010, ya ≈

5.5 · 1010 が必要であることを導いている.
現在, 1024-bit合成数に成功した例は皆無であり, これらのパラメータサイズで成

功するか否かの実証は無論行われていない.
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第2章 素因数分解の各種実装と実装
方法提案

18



この章では，一般数体篩のこれまでの実装や，実装方法の提案についてまとめる．

2.1 汎用プロセッサによる一般数体篩の実装

これまで大きな合成数を分解することを目的として，一般数体篩法を汎用プロセッ

サに実装し，素因数分解を目的に動作させた事例がいくつか知られている．これら

のうち，近年で主な結果を簡単に紹介する．なお，これらの情報は，[61, 57, 58] な

どによるものである．一覧にしたものを表 2.1に示す．

これらのうちいくつかは，分解に用いた計算量やハードウェアについての報告が

あるが，報告されたものについては，汎用計算機，ワークステーションやPCを複

数台用いることにより，計算を実現している．

2.2 汎用プロセッサが最良の実装法なのか

前述の通り，一般数体篩法では，複数の異なる処理ステップをすべて行なうこと

で，合成数を分解する．そして，当然ながら，異なる処理ステップでは，異なる種

類の演算を行なう．

大きな素因数の分解を行なう場合は，これらすべてのステップにおいて，その実

施が可能かどうかを検討することが必要である．特に，合成数の大きさが 1024ビッ

ト程度の場合にも，どの処理が実際に計算できるものであって，どの処理が現実的

に実装困難であるかを判定することは困難である．この理由として，各処理ステッ

プが，単に (原始的な計算を単位とした) 計算量だけで，実施可能性が議論できるわ

けではない，という点が挙げられる．具体的には，必要となるメモリ領域の大きさ

や，メモリを共有するプロセッサ間の情報転送容量といった実装環境の要素も，一

般数体篩の実行に大きく影響するからである．

以上の理由から，現状普及しているワークステーションや PC，ならびにそれら

を接続するネットワークアーキテクチャが，必ずしも一般数体篩の演算に適してい

る環境であるとは限らず，同じ金銭的コストにおいては，全く異なる計算機モデル

がより効率的である可能性は否めない．

近年，特に一般数体篩法の動作において問題と考えられる，篩処理，そして線形

行列演算については，その処理の性質から，低コストで膨大な並列処理を実現でき
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る計算機モデルを利用した，専用ハードウェアの提案がいくつかある．

以下では，これらについて簡単に説明し，我々の具体的な評価対象となる装置ま

での落し込みを以下で説明してゆく．

2.3 TWINKLE

Shamirは，光電子工学を用いた篩装置を提案した [48]．これはTWINKLE (The

Weizmann INstitute Key Locating Engineの略 [48], ピカピカ [キラキラ]光る，と

いう意味の動詞) 装置と呼ばれ，二次篩法や，各種数体篩法に必要な篩処理を行な

うために用いることができる．

これは，1999年当時，RSA剰余として 512ビットを利用することに対する，現実

的な安全性検討のために提案されたものである．よって，この装置の提案における

パラメータ各種も 512ビット合成数の分解に合わせて記述されている．さらに，こ

れらのパラメータはLenstraと Shamirにより翌年見直された [34]．この構造と特徴

について説明する．

TWINKLE装置は，直径約 6インチ (≈ 15.2 cm)，高さ約 10インチ (≈ 25.4 cm)

の円筒系の装置であって，下底は，一面に敷き詰められたLED(発行ダイオード)か

らなっており，上底には，受光器が一つ下底を向いて設置されている (図 2.1)．各々

の LEDには簡単な内部状態つき論理回路が附属しており，これをまとめてセルと

呼ぶ．各セルと受光器にはクロック信号が入力として与えられる．この装置の内部

は空洞で，外部からの光が遮断されており，受光器は，LEDの発する光のみを検出

するものとする．

具体的な動作の基本的部分を説明すると以下のとおりとなる．TWINKLEデバイ

スは，各クロック毎に 1つの篩点を検査する．各セルは論理回路の構成上，一つの

プログレッションに相当すると考えることができ，対応する素数の大きさに応じて

周期的にLEDを発光させる．この発光量は対応するプログレッションの素数のビッ

ト数, log piに比例した光量とする．この動作が，ある篩点 (クロック時刻) におい

て，担当するプログレッション (LED)がスコアを計上 (発光)することに対応する．

上底の受光器の感知は，これら LEDの合計光量であることから，上底の受光器の

あるクロック時刻における観測光量が，全プログレッションからのスコアの総量と

考えることができる．
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観測光量がある閾値を越えた場合には，そのクロック時刻を外部の計算機に報告

し，これを篩の結果生き残った篩点としてあとの処理に渡す．

この基本的動作を用いて，Lenstraと Shamirは [34]でパラメータの見直しを行な

い，5000個のTWINKLE装置と，8万台の Intel r©社製Penium r©1II 450 MHz搭載

の PCとにより，768ビットの合成数を 9カ月で分解可能と主張している．

しかし，光電子工学に基づく装置は，シリコンウェハのみからなる回路に比較す

ると開発やコストの観点からなるべく避けたい．次に示す提案方式では，光電子工

学に基づかない高並列な回路の提案であり，実現性の検討として十分対象となる提

案である．

2.4 Bernsteinの行列演算回路とその改良

一般数体篩法を実装するにあたり，篩処理部とならんで大きな問題とされるのが

線形行列を解くステップの処理である．Bernsteinは，メッシュ型計算機モデルをこ

れに適用した [4]．ここでは，メッシュ型計算モデルにおける高速なソーティングの

アルゴリズム，Schimmlerソート [47]，に着目しこれを使った行列処理の実装方法

の提案である．

このアイデアは，[35]でさらに改良され，メッシュ型計算モデルにおいて，特に

並列ルーティング処理を用いながら行列演算を行なう手法を提案した．これにより，

並列 1024ビットの合成数に対する素因数分解においては，必要な行列演算の実現

は，十分現実的である，との見解まで出ている．

[35]での見積りは，いくつかの楽観的な仮定を置きながらも，数千ドルの装置を

製作の上，1日稼働させることで，1024ビットの素因数分解に必要な行列演算を終

了できると言われている．

これらの解説はCRYPTRECでの，別途評価として，公開されているので，ここ

で詳細な説明は省く [65]．

1Pentiumは，Intel Corporationのアメリカ合衆国及びその他の国における登録商標です．
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図 2.1: TWINKLE装置の概要
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2.5 篩処理のための専用回路提案

上記のメッシュ型計算モデルによる線形代数処理の結果は，最近になって，篩処

理への応用が検討されるようになった．Geiselmannと Steinwandtは，Bernsteinが

提案 [4]したメッシュ型計算モデルにおける，ソーティングに着目したソーティン

グに基づく篩処理を実現する装置を提案した [16]．

これは，プロセッサ数がプログレッションの数よりも多いことがポイントである

ため，その著者らにより提案のあと，合成数サイズが 512ビットを越えるような場

合には，適切でないとの指摘があった [18]．

以上の見解から，以下に挙げるTWIRL[49]，ならびにルーティングメッシュ計算

モデルに基づく装置 [19]が，一般数体篩法を大きな合成数の分解を目的とした処理

実現方法で，現在最も有効であると考えられる提案である．

2.5.1 ルーティングメッシュ計算モデル

Geiselmannと Steinwandtは，並列ルーティング処理可能な，メッシュ計算モデ

ルを篩処理に適用する方法を提案した [19]．この計算モデルは，もともと Lenstra,

Shamir, Tomlinson, Tromerらが [35]で線形代数部分に適用したものである．

彼の例示パラメータは，768ビット合成数の素因数分解を主眼としたものを紹介

しており，この中で下記に述べるTWIRL方式に比較して，より実現性が高いこと

を主張している．

より具体的には，768ビット合成数の分解のための装置の一部として，1チップ

のサイズが 0.13 µmプロセスのウェハに，4.9 cm角のチップとして実現可能である

としている (TWIRLの場合，同じく 768ビット合成数に対して約 6.7 cm角のチッ

プが必要)．30 cmシリコンウェハへ実装された装置として考えるとTWIRLに比較

して 6.3倍遅いことになるが，チップ間通信の削減を実現できることから，現実性

の観点から重要な成果であるという位置付けである．

この結果は，おそらく近い将来 1024ビットの合成数に対する適用の可能性とし

て拡張され，新しいパラメータの公開が考えうる．しかし，現時点では，パラメー

タは 768ビット合成数に対するもののみであり，今回の評価対象として (我々がパ

ラメータを設定した上でそれを我々が評価するというのは)極めて小さい議論とな
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る可能性があるので，本評価の対象とはしない．

2.5.2 TWIRL

TWIRL (The Weizmann Institute Relation Locator, くるくるまわす，振る，と

いう意味の動詞)は，Shamir, Tromerが提案する，一般数体篩法における篩処理を

行なうための新しい計算機構造の提案である [49]．

その大枠の構造は，シストリックアレイと呼ばれる同じくメッシュ型の計算モデ

ルを考える．しかし，従来とは異なり，セル間をつなぐバスは一方向のみの通信で

あって，二次元的なシフトレジスタ的な動作を行なうものである．

[49]の提案では，512ビット，768ビット，1024ビット合成数の分解のためのパラ

メータが詳細に記述しており，その記述は主に 1024ビット合成数むけの設計につ

いて行なっている．

2.5.3 本評価のアプローチ

本評価では，RSA暗号をはじめとする，素因数分解問題の困難性に基づく暗号系

の安全性評価を主たる目的として，具体的な 1024ビット合成数の素因数分解の現

実性について評価を行なう．

その具体的指針として，一般数体篩法，ならびにその改良法を分解アルゴリズム

として選択し，その中でも現状，最も困難であることが予想される篩処理を行なう

計算モデルの実現性に焦点をあてる．そして，その有力な手法として，並列ルーティ

ング可能なメッシュ計算モデル [19]，ならびに，TWIRL装置 [49] を題材として考

えるが，1024ビット合成数という評価対象としてのデータの揃っているTWIRL に

ついて詳細な実現性評価を与えることを目的とする．

TWIRLに対する実現性評価の観点からは，第一に，回路仕様にはなるべく忠実

とし，可能な限り実現可能性に疑問となる部分の洗い出しを行なう．アプローチと

して，はTWIRLの提案者，そして提案論文の議論される分野を理解した上で，暗

号学的，あるいは数論的な観点からの考察は限定的とし，本評価の中心とはしない．

本評価はむしろ，TWIRLがこれまであまり評価されなかった，仕様から実際の

ハードウェア生産への過程における技術専門家の立場からの技術的考察を主眼と

した．
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これらの考察の一部は，TWIRL独自のものである部分もある一方，残りの考察

については，解読という極めて専門性が高く，規模として巨大なハードウェアの設

計という観点から，他の提案モデル，たとえば，並列ルーティング可能なメッシュ

計算モデルによる篩処理の実現 [19]や，線形行列処理 [35]についても言及できるも

のがあると考える．
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表 2.1: 大きな合成数の分解を目的にした一般数体篩法の公開実装結果

合成数名称 10進桁数 ビット長 分解完了日付 関連
RSA-130 130 430? 1996年 4月 [27]

RSA-140 140 465 1999年 2月 [45]

RSA-155 155 512 1999年 8月 [9]

C158 158 524 2002年 1月 [12]

RSA-160 160 530 2003年 3月 [13]

RSA-576 174 576 2003年 12月 [14]

C164 164 545 2003年 12月 [59]

注意: RSA-130 については，ビット数表記の情報がみあたらなかったため，10進数表示の
上数桁を用いて，合成数を c× 10e, 1 ≤ c < 10，(ただし eは整数) と表記する (c, e)から，
�log2(c) + e log2(10)� + 1よりビット数を換算したもの．

26



第3章 TWIRLの記述
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この章では，TWIRL装置を記述した技術文書である [49]を紹介する．この章の

位置付けは，TWIRLとして，Shamir, Tromerが記載したことと，我々が理解の中

で補間し，補足した部分とを区別することにある．

3.1 要約

RSA暗号システムの安全性は大きな整数を素因数分解することが困難であること

に依拠している．現在のもっとも優れた素因数分解アルゴリズムは数体篩法 (Number

Field Sieve, NFS)であるが，その中では，篩ステップが最も処理困難な部分である．

1999年，数百台のワークステーションからなる大規模分散処理により，数ヶ月を要

して，512ビットの RSA鍵の素因数分解を行なうことに成功したが，その時点に

おいては，1024ビット鍵はその後更に 15～20年安全であると信じられていた．本

論文においては，数体篩法の篩ステップの新たなハードウェア実装法 (スタンダー

ド 0.13µm半導体プロセス，1GHz動作による)について述べる．同実装法は，これ

までに発表された最もよい設計法 (光電子工学によるTWINKLEやメッシュ構造型

篩)よりも 3～4桁コスト効率が良い．我々は，重要な構成要素全てについての詳細

検討を行ない (実際の実装は未実施であるが)，512ビットRSA鍵に対しての，数体

篩法の篩ステップが$10kの装置により 10分以下で実現可能であると確信している．

1024ビット鍵については，数体篩法のパラメータを検討したところ (可能な限りの

実験データが支持するところでは)，篩ステップは$10Mの装置により 1年以下で実

現可能であるとの見通しを得ている．近年の，数体篩法の行列演算ステップの処理

コストに関する研究結果と合わせて考えると，1024ビット鍵長の安全性への懸念が

高まった．

3.2 はじめに

整数の素因数分解の困難さは，暗号理論の主たる仮定であり，広く普及している

複数の暗号システムの基礎をなしている．既知の最良の素因数分解アルゴリズムは，

数体篩法 [30]であり，同アルゴリズムに基づき，512ビット，530ビットのRSA合成

数の素因数分解が成功している [9, 2]．しかしながら，PCベースの数体篩法の実装

は，実用上，対象の合成数サイズを大きくすることが困難である上，1024ビット合
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成数の素因数分解に要するコストが膨大である．近年，数体篩法のうちの演算コスト

が高い部分に対して専用ハードウェアを適用する手法が注目を集めている．メッシュ

構造型回路によって，1024ビット合成数に対する行列演算ステップが極めて現実的

になった一方で [4, 35]，篩ステップに関する状況は芳しくない．TWINKLE[34, 48]

やメッシュ構造型回路 [16]など，幾つかの篩用デバイスが提案されているが，実用

上，1024ビット合成数を素因数分解できるものがないのは明白である．

行列演算ステップを対象とした，Bernsteinのメッシュ構造型回路 [4]から，「単に

そこにあるだけで遊んでいる」メモリセルが存在するのは非効率的であるという知

見が得られている．つまり，入力値を単に保持するメモリが高価であるならば，適

切な並列化により，メモリを効果的に利用すべきである．本稿では，上記の考え方

と，スペースを費やして時間を得るという TWINKLEに類似した手法を組み合わ

せた新しいデバイスを提案する．TWINKLEが篩ポイントを 1クロックに一点づ

つ，シリアルに処理するのに対し，提案する新デバイスは数千の篩ポイントを 1ク

ロックに複数，並列に処理する．更に，新デバイスは，TWINKLEよりも小さく，

又製造が容易である．512ビット合成数の場合で言えば，TWINKLEデバイス 1個

がGaAsウェハ 1枚を必要とするのに対し，新デバイスでは直径 30cmのシリコン

ウェハ上に 79個の独立動作する篩デバイスを実装可能である．本稿の手法は文献

[16]に関係しているが，本手法の方が対象とする合成数のサイズを拡張することが

より簡単であるうえに，幾つかの問題点を回避している．

本手法においては，衝突，又は長い伝播遅延やストレージの効率性の維持管理なし

で，一つの (若しくは少数の)入力値のコピーを用いて，全体処理のための多くの下

位問題を並列的に処理する部分が，最も困難な課題である．我々はこの課題に対し，

複数種類の経路選択回路を採用し，利用可能な技術の有するトレードオフを有利に

活用する混成デザインを用いて対処する．コスト見積もりの結果からは，1024ビッ

ト合成数に対する篩ステップは驚くほどに実現可能性が高いだろうと考えられる．

第 3.3節で，篩問題とTWINKLEデバイスについて概説する．第 3.4節では新デ

バイス (以下，TWIRL1と称する)について詳述し，第 3.5節において仮のコスト見

積もりを示す．第 3.7節では付加的なデザインの詳細と改良について述べ，第 3.8節

ではコスト見積もりの前提とした仮定，第 3.9節では従来の研究との関係を述べる．

1TWIRLとは The Weizmann Institute Relation Locatorの略称である．
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3.3 研究の背景

3.3.1 数体篩における篩処理

ここで提案する装置実装は，数体篩における関係式 (relation) 収集ステップにお

ける篩処理である．これは数体篩においてもっとも計算量的に困難とされる部分で

ある [35]．ここでは，篩問題をまず振り返る．しかしここでは詳細についてはかな

りの部分を省略し，問題の置き換えなどを適切に行なったものを紹介する2．数体篩

の背景については [30]を参照のこと．

篩問題の入力はR ∈ Z(篩線幅), T > 0(閾値), (pi, ri)組の集合である．ここで，pi

はファクタベース境界Bよりも小さな素数である．1個の素数あたり，平均 1個の

そのような組が存在する．各々の組 (pi, ri)は等差数列 Pi = {a : a ≡ ri(modpi)}に
対応する．我々は，次のような性質をもつ篩点 (sieve location) a ∈ {0, .ldots, R−1}
を集めることを目的とする．大きな piに対する多くのプログレッション Pi のメン

バーであって3，ある固定の hに対して

g(a) > T where g(a) =
∑
i:a∈Pi

logh pi

となるものである．この閾値検査に多少のエラーがあっても許容するものとし，特

に対数値はもっとも近い整数に丸めるとする．

数体篩の関係式収集ステップでは，二種類の篩を考える．rationalと algebraicで

ある．これら両方が上記の考え方で扱うことができる．しかし，ファクタベース境

界, BRと BA, 閾値 T , 対数の底 hには異なるものを用いる．ここでは，H 本の篩

線に対して，両方の篩 (rational, algebraic)を処理する必要がある．すなわち，合計

2H本の篩問題が存在することになる．各々の篩線の中で両方の篩における閾値を

通過したもの (a)は candidate(滑らか候補)として扱われる．これらの candidateは

さらに追加検査を行なう必要があるが，そこで，{i : a ∈ Pi}なる iを aに対して記

憶しておくことが効率の観点からは望ましい．これらのテストでもっとも負荷のか

かる部分は cofactor factorization と呼ばれる処理であり，これは，ちょっと大きい

2ここでの記述は線篩，格子篩の両方を考えることができる．しかし，格子篩については我々は
別のアプローチを取ることにする (第 3.7.8節参照)．

3訳注 本報告では，プログレッション (progression)を，従来の数列という意味からやや脱して，
特に TWIRLに特化し，篩ポイントへスコアを加算する (詳細は後述)各々の素数に対応するものと
考える．
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(medium-sized)整数に対する素因数分解からなる処理である4．このテストをパス

したものが relation(関係式)と呼ばれ，関係式収集ステップの出力はこれら関係式

のリストと，これに対応する集合 {i : a ∈ Pi}からなる．我々の目的はある程度た
くさんの関係式を見つけ出すことであり，パラメータはそのように選ばれるものと

する．

3.3.2 TWINKLE

TWIRLは従来から考えられてきた数体篩実装に対して，TWINKLE[34, 48]的な

時間-空間のトレードオフを利用している．ここでは，TWINKLEについて簡単に

復習する (しかし詳細についてはかなり省略する)．TWINKLE装置は多数の独立し

たセルを含むウェハにより構成される．各々のセルは単一のプログレッションPiに

対応している．初期化の後，Rクロック動作し，これが篩範囲 {0 ≤ a < R}に相当
する．クロック時刻 aにおいて，Piに対応するセルは，a ∈ Piの場合に限って，値
log piを放出する．各クロックで放出された値は合計され，もし，これが閾値 T を

越えた場合に，その整数 aが報告される．このことは各セルにもフィードバックさ

れ，Piに貢献した値 iが報告される．全体加算処理は，アナログな光学メカニズム

により実現されるが，それ以外はデジタルな処理として実現する．電子光学的処理

を行なうため，TWINKLEでは，ガリウム-ヒソウェハを用いる．一般にGaAsウェ

ハは，現状多く使われるシリコンウェハに比べて，面積がとれず，高価であり，ま

た製造過程がより困難である，といった欠点がある．

3.4 新しい装置提案

3.4.1 アプローチ

次にTWIRL装置について説明する．この節での記述は有理数篩についてである

が，これを小変更することで代数篩 (第 3.7.6節)となる．というのも，代数篩では，

有理数篩をパスした篩点 (a)のみを考慮するからである．

ここでは装置の明確化を目的に，1024ビット合成数のために妥当であろうパラ

4ここでは，数体篩の「2+2 large prime」拡張法を用いる [30, 28]．
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メータ選択の具体的数値例を記述している5．その選定については第 3.5節, 第 3.8.2

節で説明する．これは，最適な値ではなく，大まかな評価である．〈〈x〉〉Rは有理数
篩，〈〈x〉〉Aは代数篩，〈〈x〉〉は有理数篩,代数篩両方に適用するパラメータ即値を示す．
まず，H〈〈≈ 2.7 · 108〉〉組の篩問題を解きたいとする．各々の篩問題にについては，

篩線幅R〈〈= 1.1 · 1015〉〉，滑らか境界B〈〈= 3.5 · 109〉〉R〈〈= 2.6 · 1010〉〉Aである．まず
最初の装置として，TWINKLEのようなクロックあたり 1篩ポイントを扱う装置

を考えてみる．そしで，これが電子加算回路からなるパイプライン化されたシスト

リック連鎖だとする6．そのような装置はバス幅 log2 T の長い一方向バスからなり，

このバスは直列に条件付加算回路を数百万など多数連結しているものとなる．書く

条件付加算回路はひとつの 1つのプログレッションPiに対応しており，対応するタ

イマにより指示されると，値7�log pi�をバスに加算する．時刻 tでは，z番目の加

算は篩ポイント t− zを担当する．最初にパイプライン最後尾列に出力される値は

g(0)，以降 g(1), . . . , g(R)と毎クロック出力される．(図 3.1(a)参照)．

さらに，これを s〈〈= 4096〉〉R〈〈= 32768〉〉A並列にすることで処理時間を 1/sに短縮

することを考える．全体で{0, . . . , R−1}ある篩ポイントを長さsの固まり (chunk)に

分割し，1サイクルで s個の篩ポイントを一度に扱う．このとき，バスが s倍となり，

全体のバス幅は s · log2 T．時刻 t，zステージでは，s個の篩ポイント (t−z)s+ i, i =
0, . . . s− 1を処理 (該当するプログレッションに対する加算とその判定を)する．最

初にパイプライン最後尾列に出力される値は {g(0), . . . , g(s− 1)}であり，同時に出
力される．以降，出力は重なることなく篩線を分割しながら出力される．図 3.1(b)

参照．

この設計では主に二つの問題点が発生する．s並列化したので，ハードウェアは

s倍の処理をこなすことになる．さらに，並列化したすべての lineにおいて，piを

扱うことになる．TWIRLの設計では，単にこれらを line分複写して，s個の加算

すべてに適用するような素朴なアプローチは適用しない．TWINKLE的セルを計算

ステーション (station)と呼ばれる別のユニットに置き換える．各計算ステーション

は複数のプログレッションを担当する．計算ステーションのインターフェースはバ

ス入力，バス出力，クロック，入力を loadする回路群からなる．計算ステーション

5ここでのパラメータの選択は，本稿最初の原稿で用いられたものとはかなり変更があることに
注意する．

6このような改良は [34]で検討されたが，当時の設計には不向きであると評価された．
7�log pi�はある固定の hについて，値 logh pi を最も近い整数に丸めた値を表す．

32



はパイプライン的に直列に接続され，バスの末端 (最後の計算ステーションの出力)

には，閾値チェックユニットがあり，これが装置出力を決定する．

ここで重要なのは，プログレッションが作用するのは正確にpi周期であって，かつ

piが大小多様なサイズで混在することである．また，大小それぞれのプログレッショ

ンについて実装のトレードオフが存在する．そこで，TWIRLでは，プログレッショ

ンを, piの大きさに応じて三つのカテゴリに分割する．そして，計算ステーション

も三つのカテゴリそれぞれに応じて設計する．piが大きい順に，Largish, Smallish,

Tinyと呼ぶ8．

このような特殊な (heterogeneousな)アプローチにより，高度な並列処理を伴う

ものの，1024ビット合成数のための素因数分解についても，妥当な装置規模で抑え

ることができる．標準的な VLSI技術により，TWIRLの有理数篩を単一の 30 cm

シリコンウェハ上に 〈〈4〉〉R台実装することができる．このための生産コストは量産
したと過程して$5000程度と見積もられる．ここで，局所欠陥については，第 3.7.9

節にて議論する．また，代数篩についても高並列処理を駆使し，ウェハに 〈〈1〉〉A台
搭載可能である．

以下の節で，各プログレッションに対するハードウェアを説明する．あとで示す

コスト評価 (初期評価)については，今回の設計で最も重要である部分すべてに対し

て行なった詳細な解析の結果に基づくものである．しかし，紙面の都合上，多くの

詳細については削除する．いくつかの補足事項については，第 3.7節にて議論する．

3.4.2 Largish primes (Largishプログレッション)

全体構造 pi が sよりかなり大きいようなプログレッションについては，加算処

理が滅多に起きない．このような，Largishprime，Largishプログレッション (pi >

{〈〈5.2 · 105〉〉R, 〈〈4.2 · 106〉〉A}) については，多少規模が大きくなってでもよいので，
多数のプログレッションを扱うことができるような計算ステーションを使うことが

有利である．ただし，個々のプログレッションに必要な記憶領域は最小限とする．そ

こで，考えられたのが，図 3.2に示す構造である．各々のプログレッションの具体的

なものとしては，progression triplet, プログレトリプルデータとして扱われる．こ

8これらは，large prime, small primeなどと呼ばれる数体篩アルゴリズムにおけるより高いレイ
ヤでの議論の用語との混乱を避けるための呼び方である．ここで扱う素数は，そういう意味ではす
べて small である (largeでもなければ，特殊 qの範囲でもない)．

33



p1

p2

p3

p4

p5

p6

t

t-1

t-2

t-3

t-4

(a)

p1

p2

p3

p4

p5

p6

(t  )s+0

(t-1)s+0

(t-2)s+0

(t-3)s+0

(t-4)s+0

(t  )s+1

(t-1)s+1

(t-2)s+1

(t-3)s+1

(t-4)s+1

(t  )s+2

(t-1)s+2

(t-2)s+2

(t-3)s+2

(t-4)s+2

(t  )s+s-1

(t-1)s+s-1

(t-2)s+s-1

(t-3)s+s-1

(t-4)s+s-1

(b)

図 3.1: 篩ポイントの流れ: 装置が (a)加算連鎖の場合, (b)TWIRLの場合
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れが小規模のDRAMメモリに保存されている．メモリ中のプログレトリプルデー

タのリストはある特殊なプロセッサにより，周期的に検査，更新される．この特殊

プロセッサは，近い将来のいつ，どのプログレトリプルデータが呼び出されるかを

計算し，トリプル発行データを生成する．トリプル発行データはバッファに渡され

る．バッファは他のプロセッサも含め複数のプロセッサから渡された結果をマージ

(結合)し，タイミングを正確に見定めた上で (次のDelivery line, デリバリラインに

渡す) Delivery pair, デリバリペアを生成する．デリバリラインはパイプライン化さ

れており，Delivery cell, デリバリセルの連鎖からなる．デリバリセルはデリバリペ

アを適切なバス線へ配達し，�log pi� を加算するようにする．

メモリ内のプログレトリプルデータのスキャン プログレッションは多数，〈〈8490〉〉R,
〈〈59400〉〉A個のDRAMバンクに分割される．各々のbankには d個のプログレッショ

ンが含まれている (〈〈32〉〉 ≤ d < {〈〈2.2 · 105〉〉R, 〈〈2.0 · 105〉〉A})．プログレッションは
データの三つ組, (pi, li, τi)で表現される．ここで，li, τiのペアにより，次にどの篩

ポイント ai ∈ Pi に加算するのかを示す (DRAM内で明示的に aiの値が保存されて

いるわけではない)．時刻 τi = �ai/s�は，次にバスに加算されるべきタイミングを
示す．li = ai mod sは加算の対象となる，篩ポイントがどこの lineに相当するか，

を示す．プロセッサは以下の処理をパイプライン処理の要領で行なう9．

1. (読込み)メモリからある指定されたメモリ番地の (pi, li, τi)を読込み，読んだ

あとは，メモリから消去する．

2. (送信)トリプル発行データ (�pi�, li, τi)を，プロセッサに接続されているバッ
ファへ送る．

3. (更新)l′i = (li + pi) mod s, τ
′
i = τi + �pi/s� + w, ここで wは繰り上がりで，

l′i < lならw = 1, そうでないならw = 0である．

4. メモリに (pi, l
′
i, τ

′
i)を書き込む．ただし，そのアドレス番地は τ ′i に依存したも

のである．

理想的には，トリプル発行データ (�log pi�, li, τi)が時刻 τiよりもわずか前に生成さ

れたい (早すぎるとバッファが溢れるし，遅いとトリプル発行データが処理される
9集合 {i : a ∈ Pi}を報告するための追加の論理回路については，第 3.7.7で扱う．
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前に時刻 τiが過ぎてしまう)．よってプロセッサには，imminentな (差し迫った)プ

ログレトリプルデータをメモリから随時読み出すことが求められる．ただし，巨大

な d(プロセッサが受け持つプログレッションの数) については，単純なアプローチ

では処理がうまくいかない (例えば，工夫もせず各々のプログレッションを適当な

アドレスに保存したなら，差し迫った τ をスキャンしなければいけないが，とても

メモリ全域スキャンができる時間はない)．よってプログレトリプルデータを，何か

優先度つき記憶装置のようなものを考え，τ でソートされているようなものを維持

することが理想的である．しかし，篩問題の特徴を使うことにより，上記の理想に

対して，ほどよい解決策を以下のように考えることができる．

メモリ内のプログレトリプルデータの保存方法 ここでは，プロセッサが (プログ

レトリプルデータが保存されている)メモリに対して直列で，読み込み幅が一定の

巡回するメモリスキャンで読めるようなメカニズムを考える (ただし，データ (トリ

プレット)の読み込みは平均 2クロックで 1度程度)．もし，読み込みが空要素なら

ば，そのループでは後の処理を行なわない．もし要素 (プログレトリプルデータ)が

あったなら，上記にあるとおりプログレトリプルデータを読出し/処理/更新する．

ただし，メモリ書き出しの場所が読み出しの場所とは違うかもしれない τ ′i に応じた

場所, 具体的には τ ′i が読み出されるであろうアドレスのちょっと前とする．このよ

うにしておけば，初期化直後の動作を除いて，動作が安定すれば定期的にアクセス

さえしていれば，それが常に差し迫ったプログレトリプルデータとなっているはず

である．そこで，格納したい番地範囲に空きメモリ空間が (高い確率で)存在するよ

うに，予めメモリ空間は余計にとっておく (今回は 〈〈2〉〉倍)．実際に格納要求がきた
ら，τ ′i が読み出されるであろう番地から遡った最初の空き番地に保存する (当然巡

回アドレス，すなわちメモリ空間の最初まで遡ってしまったら次はメモリ空間の末

尾に行く)．

もし，〈〈64〉〉番地遡っても空番地がみつからない場合，そのプログレトリプルデー
タは (適切な場所への書き込みを諦めて)任意の場所，もしくは特別なオーバーフ

ロー領域に書き込んで，いくらか事後になって適切な場所へ移動する．このような

ことが起きてしまうと，2～3の加算処理ができなくなってしまうかもしれない (実

装にもよるが)．しかしこれが起こるのは非常に稀であり10，このように多少の加算

10例えば，〈〈20000s〉〉R 程度の pi でシミュレートした場合，〈〈5 · 10−6〉〉R 程度の例外を除いてほ
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ミスは許容可能である．

メモリ内部の autonomous回路は，プロセッサから入力されたプログレトリプル

データを理想番地から手前にある最初の空番地に格納する．これを効率的に実装す

るために，2段目メモリ階層構造を考える．これは以下の篩装置の性質から発案した

ものである．例えば，あるプロセッサがd個の連続した素数, {pmin, . . . , pmax}を担当
しているとする．そこでプロセッサが扱うメモリサイズを pmax/s要素分 (一つの要素

で (pi, li, τi)を保存する)とする．pi = pmaxが現在読みだし番地の直前に書き込まれ

ているとし，これよりも小さい素数piはそれよりも前の番地に保存されている (もち

ろん，メモリ領域は巡回イメージ)．素数密度の定理から，pmax−pmin ≈ d · ln(pmax)．
よって，プログレトリプルデータは多くとも d · ln(pmax)/s番地程度前，あるいは
データの集中などにより多少前にずれる程度の番地にある．ln(pmax) ≤ ln(B)は s

よりもかなり小さい値なので，メモリアクセスは, 2サイクルで 1メモリ番地だけ定

速度でスライドする小さな窓の中で必ず起こる．そこで，〈〈8490〉〉R〈〈59400〉〉A個の
DRAMバンクを，いろいろなサイズで閉じた輪の集合に見立てることができる．こ

の輪には，activeな窓が輪に沿ってくるくると定速度で回転している (twirling)よ

うにみえる．

各々のスライド窓は高速アクセス可能な SRAMベースのキャッシュにより処理

される．そして時折，古いキャッシュブロックの書き込みや次のブロックをキャッ

シュに読み込むなどすることで，窓をシフトする．SRAMとDRAMバンクの間に

適切なインターフェース (つまり，full rowに対する read-write)を持つことにより，

DRAMの欠点である大きなアクセス遅延を事実上無視することができ，高いメモ

リアクセス速度を達成できる．また，これにより，単純でかつより小さい DRAM

を実現できる11．注意するのは，キャッシュミスは起こり得ないことである．プロ

セッサがメモリに対して行なうことができる操作は

1. 次のメモリ番地の内容を読む

ぼすべてが，理想番地とその手前で最初の空き番地との番地距離が 〈〈64〉〉R 個以内である．乱数
x ∈ {1, . . . , x}が k個の因子を持つを持つ確率は約 (log log x)k−1/(k − 1)! log x．篩で扱う値の大き
さは，x ≈ 〈〈1064〉〉R〈〈10101〉〉A程度であって，これらは確率 p ≈ 〈〈6.8 · 10−5〉〉R〈〈4.4 · 10−9〉〉A で good,
すなわち仮滑らか (semi-smooth)だと判定されるので，多くとも goodな aの 10−15/p程度しか，35
個の因数を持たない．よって goodな aを見逃す確率は無視できるほど小さい．

11多くのペリフェラル DRAM回路 (例えば，リフレッシュ回路や，コラムデコーダ)を実装する
必要がなくなる．rowデコーダは小さな状態回路で置き換えることができる．よってDRAMバンク
は標準的な設計のものよりも小さくなる．この Largishレンジにおけるより，若干小さい素数を扱う
計算ステーションについては，キャッシュサイズを d程度まで増やし，DRAM自体を小さくできる．
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2. 指定した番地に，データを書き込む (ただし，番地は，指定番地から遡った一

番最初の空番地)

のみである．後者のロジックはキャッシュに実装され，補助的なフラグである「前

トリプレット空きフラグ」といくつかのローカルパイプライン回路を使う．

バッファ バッファ装置はトリプル発行データをいくつかのプロセッサから並列に

受信し，デリバリペアを生成したら，それをいくつかのデリバリラインに送信する．

バッファの作業としては，トリプル発行データをデリバリペアに変換し，必要なら

トリプル発行データをマージし，タイミングを厳密にし，そしてそれらをデリバリ

ラインに配布する．受けとった (�log pi�, l, τ)で表されるトリプル発行データに対し
て，デリバリペア (�log pi�, l)が，ある特定の (lの値に依存して)デリバリラインに

対して，時刻 τ において，送信される．

バッファ装置は以下のように実現される．まず，到着するトリプル発行データは

並列化された，優先度つき待ち行列 (キュー)に τ で順序つけされて格納される．こ

れは，小さなメッシュ計算機であって，列 (row)は常にバブルソートが実行され，行

(column)はランダムで局所的なシャッフルが行なわれている．最後の 2～3列は時

刻マッチングとして tauと比較を行なう．そして，マッチしたものは l(ライン番号)

でソートされ，必要であればマージされ，パイプライン処理へ流される．時おり，

データの過密度合いなどにより，データが遅れて到着する場合が考えられるがこの

場合には，これらデータを無視し，破棄する．しかし，入力は原則ランダムである

ので，適切なパラメータを選択してさえいればこのような状況は非常に稀となる．

バッファサイズはトリプル発行データがその発射時間 τ までの間，どれだけのタ

イムステップだけバッファで待たされるかと，プロセッサががトリプル発行データ

を生成する頻度 (約 〈〈4〉〉サイクルに 1発)に依存する．しかし，前者の発射までの時

間は，先に説明したプロセッサの動作のおかげでかなり小さい．

デリバリライン デリバリラインは (�log pi�, l)の形をしたデリバリペアを受けとっ
たら，受けとった直後，バス線 lに，受けとった時刻から �l/k�クロック後に，加算
する．これは，セルの 1次元配列として，バスを横切って，実装される．各々のセ

ルでは，1個のデリバリペアを保持することができる (もちろん，デリバリペアが到

着しなければ何も情報を保持しない)．j番目のセルは到着したデリバリペアの l(ラ
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イン番号)と比較し，もし同じなら �log pi�をバスラインに加算し，その組を破棄す
る．そうでないなら (シフトレジスタのように)次のセルへ渡す．

全体で 〈〈2100〉〉R12, 〈〈14900〉〉A個のデリバリラインが Largishプログレッションに

実装される．そして，これが装置のかなりの分量を占める．第 3.7.1節にインター

リーブした繰り上がり抑止加算 (carry-save adder)を使ったコスト削減方法を記載

する．第 3.7.6節には代数篩からこれらの数を見積もっている．

注意 3.4.1. プロセッサ, DRAM, バッファの説明で，τ をクロックサイクルを示す

任意整数として取り扱った．実際にはこれらの値をある剰余，例えば 〈〈2048〉〉で保
持することも可能である．これの数値は，プログレトリプルデータがメモリから読

みこまれ，バッファから放出されるまでのクロック数よりも大きくなければならな

い．よってプログレッションひとつのプログレトリプルデータあたり，DRAMにお

いて log2 pi+ 〈〈log2 2048〉〉ビット使う．これにさらに log2 piビットが再初期化 (詳細

は第 3.7.4節に記載) に必要である．

最終的に必要とするLargishプログレッションあたりの回路規模は，Θ(s2(log s)/pi+

log s+log pi)となる13．sを固定とすると，Θ(1/pi+log pi)となり，大きな合成数の素

因数分解を行なう場合には，かなり大多数のプログレッション 〈〈99.97%〉〉R〈〈99.98%〉〉A
がこのようにして処理される．

3.4.3 Smallish primes (Smallishプログレッション)

piがs程度のプログレッション，すなわち〈〈256〉〉 < pi < {〈〈5.2 · 105〉〉R, 〈〈4.2 · 106〉〉A}
については，プロセッサがあまりたくさんのプログレッションを処理できない．プ

ロセッサは 〈〈2〉〉クロックあたり，せいぜい 1回の発行しかできないからである．よっ

て，プロセッサ，メモリ，制御回路，バッファにかかるコストがとても大きくなる．

さらに，そのようなプログレッションは頻繁に起こってしまうため，発行に関する

バス線への通信が巨大なスループットが必要になる (これは，プログレッションの

状態が単一の物理装置で管理されている以上避けられない問題である)．そこで，計

算ステーションの設計として別のものを考える．これは，Largishプログレッション

といくつかの点で大きく異なる (図 3.3)．
12訳注 原文の 〈〈2, 100120〉〉R は誤記．〈〈2100〉〉R が正しい (Tromer氏に確認済)．
13バッファへの放出の frequencyは s/pi，そして，各々の放出はいくつかの配達セルをΘ(s)クロッ
クの間，使う．式の最後 2項は DRAM保存と無視できる定数である．
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エミッタと煙突 まず，プロセッサ，メモリ，バッファを別の装置に置き換える．デ

リバリペアは直接 emitter, エミッタから放出される．これは，小さな回路であり，

単一のプログレッションを担当する (TWINKLEのように)．エミッタは内部レジス

タを使ってプログレッションの状態を管理し，時おりデリバリペア (�log pi�, l)を放
射する．これは，ある指定のサイクル数が過ぎてから，バス線 lに �log pi�が加算さ
れるべきである，ことを意味する．第 3.7.2節に小さいエミッタの設計について記

述する．

各々のエミッタは内部カウンタを随時更新する．しかし，デリバリペアはせいぜ

い
√
piサイクル，すなわち 〈〈8〉〉Rから 〈〈512〉〉Rサイクル，に一度ほどしか放射され

ない．そこで，各々のエミッタを専用のデリバリラインに接続するのは無駄である．

そこで，funnel, 煙突を使うことで，これを回避する．煙突は入力を以下のような処

理により圧縮する．煙突は多数の隣接エミッタから来る出力につながっている巨大

な入力線を持つ．ここで，入力が，1次元配列であり，ほとんどの要素が空要素だ

と考える．煙突は各段に小さい配列を出力し，その非空要素は，さきほど得た巨大

な入力配列における僅かな非空要素となっている．煙突の出力はデリバリラインに

接続される．第 3.7.3節は改良シフトレジスタを使った煙突の実装を示す．

Duplication (複製) もうひとつの大きな変更点として，progression state, プロ

グレッション状態の複製 (duplication)がある．これにより，デリバリペアをより目

的のバスに近くなるようにし，バスを交差する回数を減らす．まず，各々のプログ

レッションが ni ≈ s/
√
pi個の独立したエミッタ14により処理されるようにし，これ

ら複数のエミッタが，バスに交差して一定間隔におかれているものとする．よって，

全体のデリバリラインを複数の segment, セグメントに分割し，各々のセグメントが

s/ni ≈ √pi個のバスを担当するようにする．各々のエミッタは (煙突を通じて)こと

なるセグメントに接続され，pi/sni ≈ √pクロック毎にこのセグメントに放出デー
タを送信する．放出データは目的のセルに早く到達できるので，全体のデリバリラ

インの本数を削減できる．また同時に，任意の放出 frequencyも減らすことができ

る．これにより，s程度，場合によってはそれ以下の piを扱うことができる．全体

で (さまざまなサイズに分割されたセグメントに分割された)〈〈501〉〉R個のデリバリ

14〈〈ni = s/2
√
pi〉〉 の 2冪への丸めである (第 3.7.2節参照)．これは 〈〈{2, . . . , 128}〉〉R の範囲とな

る．
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ラインが，Smallishプログレッションの計算ステーションに実装されることになる．

注意 3.4.2. 漸近的には，Smallishプログレッションに対する消費回路規模は，Θ((s/
√
pi + 1)(log s+ log pi)) である．定数項 1は記述するほどのものでもなく，大きな

定数を隠すものであって (おおよそ，エミッタのサイズと煙突のサイズ程度)，大き

な piに対するコストの主要な部分となる．

3.4.4 Tiny primes (Tinyプログレッション)

極小さな素数の場合，エミッタを複数持つ場合のコスト，特に関連して実装され

る煙突のコストが極めて高くなる．逆に，このようなプログレッションでは，毎ク

ロック複数の出力が生じるため，複数のプログレッションに渡るデリバリラインの

コストを支払うことは，さして重要ではない．以上の議論により，極小さな素数

〈〈pi < 256〉〉 用のステーションデザインが導かれる．このようなプログレッション
は数少ないが，出力間隔が短いため，その影響は非常に大きい．各々の極小プログ

レッションは専用の一本のデリバリラインを用いて独立に処理される．デリバリラ

インは piよりも幾分小さいサイズのセグメントに分割され15，各セグメントの入力

部にエミッタが直接配置される．煙突は配置されない (図 3.4参照)．このエミッタは

Smallish progression用のエミッタの機能縮小版である (3.7.2参照)．Largishステー

ション，Smallishステーション用16 のデリバリセルとは異なり加算器はインターリー

ブされないが，CSA (carry-save adder)については，小さな定数である �log pi�を条
件に応じて加算するだけであるので小さくなる．プログレッション中の占有面積は

デリバリラインによるものが支配的であるので，piに依存せずに，Θ(s)となる．

第 3.7節では追加デザインを考察している．

3.5 コスト見積もり

ここまでで，デザインを概観し，問題の大きさを明示した．次に，仮説上のTWIRL

デバイスのコストを，今日のVLSI技術を用いて見積もってみる．ハードウェアの

パラメータは第 3.8.1節に示した．本見積もりは現実的な数値を見出すことを目的
15セグメントの長さは pi より小さな最大の 2の冪 (第 3.7.2節参照)．
16訳注 原文の誤記と思われる．Smallishステーションでは加算器はインターリーブされない．
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としたものであるが，極めて大雑把なものであり，多くの近似と仮定によっている

ことを強調しておく．本見積もりは真のコストのオーダを示す程度のものである．

詳細なVLSI設計は未実施であり，実際の実装についても言うまでもなく未実施で

ある．

3.5.1 1024ビット合成数用篩のコスト

数体篩に用いるパラメータとして以下を仮定した．BR = 3.5 ·109, BA = 2.6 ·1010,
R = 1.1 · 1015, H ≈ 2.7 · 108(第 3.8.2節参照) ここでは，第 3.7.6節に示すカスケー

ド篩を用いている．有理数篩では，sR = 4096とした．一つの有理数TWIRLデバ

イスは 15960mm2のシリコンウェハ面積 (30 cmウェハの 1/4に相当)を必要とする．

この面積のうち，76%が Largishプログレッションで占められ (さらに装置全体の

37%はLargishプログレッションのDRAMバンク)，21%が Smallishプログレッショ

ン，残り 3%がTinyプログレッションで占められる．代数篩では，sA = 32768とし

た．一つの代数TWIRLデバイスは 65900mm2のシリコンウェハ面積 (30cmウェハ

一枚に相当)を必要とする．この面積のうち，94%がLargishプログレッションで占

められ (装置全体に対する 66%はDRAMバンク)，6%が Smallishプログレッション

で占められる．その他のパラメータについては第 3.4節で説明してある．

8つの有理数 TWIRLと 1つの代数 TWIRLとで，1つのクラスタが構成される．

各々の有理数TWIRLから代数TWIRLに入力する一方向性の結線があり，結線上

をクロック毎に 12ビットのデータが転送される．1つのクラスタは 3枚の 30 cmウェ

ハからなり，R/sAクロック (1 GHzクロック時に 33.4秒)毎に一本の篩ライン上の

すべての篩ポイントを処理する．篩処理全体はH本の篩ラインからなり，クラスタ

一個で処理するには 194年を要する (第 3.7.5節に記述する手法による 33%処理削減

時)．$2.9 Mのコスト (ウェハ一枚$5,000換算)で，194個の独立した TWIRLクラ

スタを作成することが可能であり，これらによる並列処理実施時に，篩処理を 1年

で完了することができる．

パッケージ，電源，冷却装置，データ収集用PCのコストを加え，更にその他マー

ジンを見込んだ結果17，製造コスト$10 Mの装置を用いて，1年間で 1024ビット合成

数を素因数分解するのに必要な全ての篩処理を完了可能であることが明らかとなっ

17経験則によれば半導体コストの 2倍だが，ここでは 3倍とした．
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た．尚，上記のデバイス当たりのコストに加え，初期コストとして$20M程度の開

発費 (設計，検証，マスク作成など)が必要である．

3.5.2 1024ビット合成数に対する影響

1024ビットRSA鍵は今後 15～20年は安全であるとしばしば言及されてきたが，

それは NFSの篩処理と行列演算が共に実現不可能 (例えば文献 [6, 51] とドラフト

版NISTガイドライン [41])であることを根拠にしている．本評価は$10Mのコスト

(と$20Mの初期コスト)を用いて 1年で篩処理を実現可能であることを示しており，

又，近年の研究 [35, 17]は，我々が採用した数体篩パラメータに対して行なう行列

演算処理が，同等のコストで実現可能であることを示している．

篩と行列演算を処理する効率的な専用ハードウェアが実現すると，NFSアルゴ

リズム中の他の処理が新たなボトルネックとして浮かび上がることが考えられる18．

又，本見積もりは仮説的なものであり数多くの近似によっており，正確なコストを

明らかにするには篩処理の実証実験が必要であろう．

本研究結果からは，個人的な攻撃者により 1024ビット RSAが解読可能である，

ということを言えるわけではない．しかしながら，「動機と資力の十分にある何らか

の組織がここ 2～3年のうちに 1024ビット合成数向け数体篩処理を適用することが

考えられない」，といえるだけの事由を特定するのは困難である．1024ビットRSA

鍵を利用しようとする際には，上記事情をよく考慮する必要があるであろう．

3.5.3 512ビット合成数用篩のコスト

512ビット合成数を対象とした篩ハードウェア設計がすでにいくつか提案されて

いるので [48, 34, 24, 16]，TWIRLのコスト見積もりにそれら先行研究と同一のパラ

メータを用いることは有益である．ここでは，文献 [34, 16]と同一のパラメータを仮

定した．即ち，BR = BA = 224 ≈ 1.7 · 107, R = 1.8 · 1010, H = 1.8 · 106 又，s=1024
とし，1024ビット合成数向けの場合と同様のコスト見積もり手法を用いた19．

TWIRLデバイス一つは，約 800mm2 のダイサイズとなり，このうちの 56%が

18我々が用いたパラメータ選択に関しては，cofactorの素因数分解処理をおこなうとき，篩にか
かったコストよりも低コストで実現できる (第 3.7.7節参照)．

19訳注 原文の 2H = 1.8 · 106は誤記か．
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Largishプログレッション用の面積であり，残りのほとんどが Smallishプログレッ

ション用の面積である．一本の篩ラインを 0.018秒で処理し，篩処理全体を 6時間

で完了する．

同じパラメータを用いた場合，1ライン処理するのに，TWINKLEでは 1.8秒，文

献 [24]のFPGAベースデザインでは約 10秒，文献 [16]のメッシュ構造デザインでは

0.36秒掛かる．TWINKLEや文献 [16]のデザインと公平な比較を行なうため，ウェ

ハ一枚を使用したTWIRLデバイスを考え，これを並列に動作させた場合を考える．

その場合，ウェハ一枚には 79個のTWIRLが載り，1ライン処理するのに要する時

間は 0.00022秒となる．

以上，512ビット合成数を対象とした篩処理において，TWIRLデバイスは先行研

究中最速である文献 [16]のデザインと比較しても，1600倍高速であり，TWINKLE

よりも 8100倍高速である．カスケード篩版 (第 3.7.6節参照)用に数体篩パラメータ

を調整すれば，この速度差は更に広がるが，基本設計版であっても，ウェハ一枚一

杯にTWIRLデバイスを載せて並列動作させれば，512ビット合成数の篩処理を 10

分以下で完了可能である．

3.5.4 768ビット合成数用篩のコスト

ここでは以下の数体篩パラメータを用いた．BR = 1·108, BA = 1·109, R = 3.4·1013,
H ≈ 8.9 · 106(第 3.8.2参照) 又，sR = 1024，sA = 4096として，第 3.7.6 に示す

カスケード篩版の TWIRLを用いた．この場合，有理数篩は 1330mm2，代数篩は

4430mm2 の面積となる．有理数篩 4個と代数篩 1個からなる処理クラスタは篩線

1本の処理に 8.3秒を要し，30 cmシリコンウェハ一枚に，独立した 6つのクラスタ

が搭載可能である．

このことから，ウェハ一枚構成のTWIRLクラスタは篩処理を 95日間で完了可能

である．このウェハの製造コストは，RSA-768チャレンジの優勝賞金の 1/10に当

たる$5000である20．

20言うまでもなく，この製造コストは初期費用$20Mを無視している．この初期費用は，例えば
0.25µmプロセスなどの，枯れたプロセスを利用すれば極めて小さくすることができる．但し，篩処
理のスループットは幾分犠牲になる．
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3.5.5 大きな合成数

Largishプログレッションの場合，プログレッション一つ当たりのコストは，小さ

な定数を含んでΘ(s2(log s)/pi+ log s+ log pi)である (第 3.4.2節参照)．Smallishプ

ログレッションの場合，ずっと大きな定数を含んでΘ((s/
√
pi+1)(log s+ log pi))で

ある (第 3.4.3節参照)．PCを用いた，又は TWINKLEデバイスによるシリアル実

装では，プログレッション一つ当たりのコストは明らかにΩ(log pi)である．このこ

とから，シリアル実装で Θ̃(
√
B)レベルの速度優位を得るために，漸近的に sとし

て Θ̃(
√
B)を選択することができるが，定数を小さな値に保つ必要がある．実際に

は，Largish用のプロセッサ，バッファ，デリバリラインが，プログレトリプルデー

タを保管するDRAMの面積と同等の面積になるまでは，本質的にはコストなしに，

s値を増加させることが可能である．

入力値のサイズによっては，素数 piだけを記憶することにして，Largishプログ

レッション記憶用のDRAM容量を減らした方が効率的な場合もある．その際，プ

ログレトリプルデータの他の値は特定用途プロセッサで on-the-fly に生成すればよ

い (対応する数体篩多項式の法 piにおける根を求める必要がある)．

デバイスがシリコンウェハ一枚の容量を超えてしまう場合でも，ウェハ間を結線

するバス線の幅がウェハよりも狭ければ，ウェハ数枚に必要なだけのステーション

を搭載することが可能である．この場合，ウェハは，ウェハ間を全て貫通するバス

によってシリアルに接続される．

3.6 結論

本稿では，篩処理専用デバイス設計についての提案を行なった．本デバイスは篩

ポイントを転送するための密で太いパイプラインで構成され，各々の篩ポイントを

スリリングな冒険へと導く．篩ポイントは，様々に変化するスケールで周期的に動

作するプログレッションから加算という経験を繰り返される．これには夥しい数の

様態からなりこれらは，周期の多様性に最適化している．本デバイスは，512ビッ

ト合成数の篩処理において，これまで知られていた最速の手法よりも 1600倍高速

である．また，$10Mのコストで，適切な数体篩パラメータを選択した場合，1024

ビット合成数の篩処理を 1年で完了可能である．この結果は，1024ビットRSA鍵
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の安全性に何某かの懸念を引き起こすものである．
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3.7 デザインの追加考察

3.7.1 デリバリライン

デリバリラインは，デリバリペアをそのソース (バッファ，煙突，エミッタ)から

送り先となるバスラインへと移動させるものであり，全てのステーションが備える．

その基本的な構造は既に 3.4.2で示した．ここでは，効率的実装手法について述べる．

インターリービング ほとんどの動作時間中，デリバリラインのセルはシフトレジ

スタとして動作し，セル中の加算器は利用されない．このことから，インターリー

ビングによって，加算器とレジスタを減らすことを考える．隣接する r〈〈= 4〉〉R本の
バスラインをカバーし，且つ同 r本のバスラインのうちの q番目のラインを処理す

る加算器を一個だけ有するデリバリセルを用いる．パラメータ qは，一つのデリバ

リライン内では固定されており，縦に続く他のデリバリラインでは循環的にインク

リメントされた値 (1～4)を用いる．更に，r個の隣り合うデリバリラインで一つの

バスパイプラインステージを構成するので，バスライン毎に一個の加算器があるこ

とになる．以上により，Largishステーション全体に渡って，バスパイプラインレジ

スタの数が 1/rに減少する．

emission pairは 1クロック毎に，rライン分デリバリライン上を横切るので，篩
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ポイントの時空間配置をゆがませる必要がある．その配置は，バッファ，バスライ

ン間の距離が増えるほど，篩ポイントの “age”すなわち年齢 �a/s�が減るようにす
べきであり，より明確には以下のようになる．時刻 tにおいて，篩ポイント aは (ス

テージ t−�a/sr�− �(a mod s)/r�において，r本あるデリバリラインの一つにおけ
る) �(a mod s)/r�番目のセル21が担当する．

Largishステーションにおいて，バッファは，適切なバスライン上に加算器一個を

有するデリバリラインへと，デリバリペアを送出する機能を果たす．各々のデリバ

リラインのちょうど半分づつが，バッファから外側に向くよう，バスの中間にバッ

ファを配置することで，最悪到達時刻が半分に短縮される．Smallish，及びTinyス

テーションにおいては，インターリービングは用いない．

尚，バス上にパイプラインレジスタを配置する際には，このバッファに接続され

る全ての下流のデリバリラインを遅延させる必要があるが，これは，デリバリライ

ンの最初のところに，パイプラインステージを加えることで実現可能である．

桁上げ保存加算器 論理的には，全てのバスラインは各々log2T 〈〈= 10〉〉ビットの整
数値を取り扱う．この整数値は冗長表現され，その 2数の和が，�log pi�の和と等し
い log2T ビットの整数ペアで表される．デリバリセルに搭載する加算器は，carry-

save-adder(桁上げ保存加算器)とする．桁上げ保存加算器とは，a, b, c からなる 3値

の入力に対し，e+ f = a+ b+ cを満たすような e, f の 2値を出力とする加算器で

あり，桁をまたぐキャリーの伝播がないことから，非常に小規模且つ高速に動作す

るという特徴を持つ．桁上げ保存加算器の大きな欠点は，冗長表現された数値を入

力として他の演算を行なうのが困難であることであるが，TWIRLデバイスで必要

なのは，一続きとなる多数の加算と，最終時点での一回の比較であり，(桁上げ保存

加算器の欠点は問題にならない)．数値の冗長表現に伴って追加されるバス配線は，

シリコンウェハの多層配線によって搭載可能である22．

桁上げ保存加算器に小変更を加え，MSBを固定化することで，�log pi�の和が T

よりもかなり大きい時に生じる桁あふれと 0クリアを防止している．これは，冗長

表現値のMSBが複数 1である場合 (合計が T 以上である場合)，それらの加算時に

21第 3.7.2節に示す変更を施すと，これは �rev(a mod s)/r�となる．ここで，rev(·) は log2 sビッ
ト文字列の逆さ読み (最上位ビットを最下位ビットに置く，など)とし，s, rはそれぞれ 2冪の数と
する．

22この手法が疑わしいのであれば，通常の整数表現の数値を用いた carry-lookahead adder (桁上
げ先見加算器)を用いればよい．回路規模と処理クロック周波数で若干マイナスに作用するが．
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MSBを 1に固定し 0に戻さないことで実現している．

3.7.2 エミッタの実装

Smallish，Tiny progressionのデザインには，エミッタが必要となる (第3.4.3, 3.4.4

節参照)．エミッタ一個は，プログレッション Pi一つを担当し，隣接するラインか

らなるグループGを転送先とするデリバリペア (�log pi�, l)を出力する．又，l ∈ G
である．本節では，エミッタの実装方法について提案する．幾分効率的でない手法

から，順を追って説明する．

単純実装 単純実装としては，�log2 pi�ビット長のレジスタを搭載し，クロック毎
に上記レジスタ値に sを加算する，ただしレジスタ値は piを法とする剰余とする，

という構成が考えられる．レジスタ値にラップアラウンド (つまり，そのプログレッ

ションを出力すること)が生じる毎に，l値を算出し，その算出値が l ∈ Gを満たす
かどうかを判断する．これには，レジスタ値をクロック毎に更新するために，高コ

ストな桁上げ先見加算器が必要となる．更に，sと |G|を任意に選択した場合，lを
算出して l ∈ Gを満たすか否かを評価するコストも高くなる可能性がある．2の冪

となる sと |G|を選べば，幾分コストは低くできる．
別の実装としては，文献 [48]にあるような，次の出力までの時間をカウントダウ

ンするカウンタと lの軌跡を保持するレジスタを持つ構成が考えられる．これには

更に 2種類の改良型がある．出力先バスラインと無関係に次出力までを計数するダ

ウンカウンタを用いるとすると，このような出力はかなり頻繁に生じるため，やは

り遅延の短い回路が必要となる (又，pi < sとなる piを扱うことができない)．そこ

で，対応する出力がバスラインGに対するような次出力までを計数するダウンカウ

ンタを用いる場合を考える．これは以下のような別の問題が生じる; 例えばGが隣

接するようなバスライン (ライン番号は法 sの剰余で考える)だけに放出しようとす

ると，どのようなバスライングループGについても言えることだが，Piの出力が時

刻として規則的でなくなる．よって，その不規則な間隔を計算するための高価な演

算回路が必要となる．

ラインアドレスのリバーサル表記 上記問題を解決するために，上記で示したダ

ウンカウンタを用いる 2手法のうち後者を考える．(1クロック内での)バスライン
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に対する篩ポイントの割り当ては任意とするが，バスライングループ Gへの結線

は，物理的な近接度に基づいて割り当てる．よって，以下に示す手法を用いる．整

数 α〈〈= 12〉〉R〈〈= 15〉〉A，βiに対し，s = 2α，|G| = 2βi ≈ √piを選択する．バスライ
ン IDを示す，法 sにおける剰余の 2進表記を，リバース (上位-下位反転)したもの

をインデックスとしてバスラインに割り当てる．即ち，法 sの剰余wに一致する篩

ポイントは，物理位置 rev(w)のバスラインに割り当てる．ここで，

w =
α−1∑
i=0

ci2
i, rev(w) =

α−1∑
i=0

cα−1−i21, for some c0, ..., cα−1 ∈ {0, 1}

である．プログレッションPi, j ∈ {0, ..., 2α−βi}に対応する j番目のエミッタは，j

番目の 2βiバスライングループを担当する．この選択の利点を以下に示す．

補題 3.7.1. pi > 2であるような，任意の固定したプログレッションに対し一定の

グループを出力先とするプログレ放出は，常に Ti = �2−βipi�間隔となる．但し，法
s効果に起因する 1クロックの遅延が，場合によって生じる．

Proof. j番目バスグループへ作用するプログレ放出とは，�rev(a mod s)/2βi� = jを

満たすような篩ポイント a ∈ Piであって，これは，ある定数 cjにより a ≡ cj (mod

2α−βi) であることと等価である．a ∈ Piであるとは，a ≡ ri(mod pi)かつ，piが

2α−βiと互いに素であること，であることから，中国人剰余定理 (CRT)によりその

ような篩ポイントの集合は正確に Pi,j ≡ {a : a ≡ ci,j (mod 2α−βipi)}．よって対
応するプログレ放出の時間差 ∆は，∆ = �a2/s� − �a1/s�となる．(a2 mod s) >

(a1 mod s)ならば∆ = �(a2 − a1)/s� = �2α−βipi/s� = Ti となる．それ以外の場合，

∆ = �(a2 − a1)/s� = Ti + 1

ここで，βiの選択から，Ti ≈ √piである．

エミッタの構造 Smallishステーションの場合，エミッタは以下の二つのカウンタ

を備える．

カウンタA このカウンタは法 Ti = �2−βipi�で動作するものとする (一般的には

〈〈7〉〉R〈〈5〉〉Aビット)．これにより処理対象としているエミッタの次回プログレ
放出までの時間を示し，概ねクロック毎に 1デクリメントされる．

50



カウンタB このカウンタは法 2βiで動作するものとする (一般的には 〈〈10〉〉R〈〈15〉〉A
ビット)．このカウンタは，次プログレ放出に対応する篩ポイントの (法 sの)

剰余グループの最上位 βiビットを示す．カウンタAがラップアラウンドする

毎に，2α−βipi mod 2
βiだけインクリメントする．カウンタBがラップアラウ

ンドする毎に，カウンタ Aは 1クロックだけ動作を休止する (これによりモ

ジュロ s効果をキャンセルする)．

�log pi�値はエミッタ毎に固定されており，デリバリライン (�log pi�, l)が，カウン
タAのラップアラウンド毎に出力される．出力対象となるバスライン lはカウンタ

Bから βı値を得る．ライン lのα− βi LSBはエミッタ毎に固定されており，又，デ
リバリライン中の対応するセグメントを通して固定されている．従って，この値を

明示的に転送する必要はない．

エミッタは，接続されるバスライングループに物理的に近接して (あるいはその

下に)配置される．カウンタ値と定数値は，デバイスの初期化時に適切に設定され

る．デバイスを特定の篩処理専用とするならば，上記値を固定配線とすることで回

路規模を削減することが可能である23．カウントのビット長は，二つ合わせて大雑

把に log2 piビット程度であり，適切な調整を行なえば，文献 [34]同様に，小論理規

模のリップルキャリー加算器24での実装が可能である．

Tinyプログレッション用のエミッタ Tinyステーションでも，上記と同一に近い

手法を用いている．バスラインは，同様に，ビット表記逆転の手法で物理位置を割

当てる (実際のところ，(SmallishとTinyで結線の)順序を変更するにはかなりのコ

ストを要する)．Tinyプログレッション用には，|G| = 2βiが piよりも小さい最大の

2の冪となるように βiを選択した．これにより，Ti = 1に固定され，1又は 2クロッ

ク毎のプログレ放出出力となる．エミッタの回路は，Smallishプログレッション用

と同一であるが，カウンタAは有名無実となり (単なる結線)，βi ≈ log2 piビット長

のカウンタBのみとなる．

23数対篩の有理数篩では，滑らか境界を固定しても問題はない．Coppersmith の Factorization
Factory[11]の予備処理ステージについても同様である．

24リップルキャリー加算器を用いるには，小さな遅延の挿入と定数値の微調整が必要となる．
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3.7.3 煙突の実装

Smallishステーションはエミッタからの疎らな出力を纏めてからデリバリライン

に渡すために煙突を用いる (第 3.4.3節参照)．煙突の実装方法を以下に示す．

n入力m出力 (n� m)の煙突は，m行 n列の行列からなり，個々の行列要素は，

プログレトリプルデータを一つ保持するレジスタを備えている．クロック毎に，エ

ミッタから最上段行への入力 (1列当たり 1入力)があり，t番目の入力配列の i番目

の要素は，時刻 t+ iに i番目の列に挿入されるようにスケジューリングがなされる．

毎クロック，全ての行列要素は右の列へと水平シフトされる．又，毎クロック，他

の値を上書きしない場合に限り，全ての行列要素は下の列へとシフトされる．t番

目の出力配列は，時刻 t+ nにおいて，最も右側の列から読み出される25．

どんなm < n値を選択したとしても，煙突にオーバフロー (値が一杯に詰まって

いて入力不可能な列へ，値を入力する必要が生じる場合)が起きる可能性はある．任

意の入力が，他入力との依存関係なしに，確率 νで入力値がある (空でない)とする

と (ν ≈ 1/
√
pi, 第 3.4.3節参照)，オーバフローによって入力値が入力できない確率

は，以下の式で表される．

n∑
k=m+1

(
n

k

)
νk(1− ν)n−k(k −m)/k

〈〈m = 5〉〉R行，〈〈n ≈ 1/ν〉〉R列の煙突を用いた場合，Smallishプログレッションの範
囲では，上記のオーバフローが起きる確率は0.00011未満である．この値は，TWIRL

デバイスの性質からして十分低い．

上記煙突の圧縮率は n/m〈〈≈ 1/5ν〉〉Rであり最適とは言い難い．即ち，煙突出力
に値がある (空でない)確率は ν ′〈〈≈ 1/5〉〉Rであり，やや低いと言える．そこで，上
記煙突の出力を更に次段の煙突 〈〈m′ = 35, n′ = 14〉〉R に入力する．次段煙突のオー
バフロー確率は 0.00016未満であり，そのコストは数多くのプログレッションに対

応することを考えると無視できる．この 2段目煙突の出力がデリバリラインへと供

給される．上記 2層煙突の圧縮率については，達成率 5 · 14/34 = 2で準最適であり，

デリバリライン数は，単純最適化に対して 2倍となる．適切なデリバリラインにデ

リバリペアを割り当てるオーバヘッドの発生を嫌って，Largishステーションで用
25訳注 最下段行においては下方向へのシフト動作は実行できず，右シフト動作のみとなる．最下
段行に値が詰まっている場合，その上の行の下シフトも不可能になり，一列に下からデータが詰まっ
ていく．
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いたようなデリバリライン上の加算器のインターリーブ (第 3.7.1節参照)は用いな

かった26．

3.7.4 初期化

デバイスの初期化は，全てのステーションに，プログレッション状態とカウンタ

の初期値を与えることと，バスバイパス用の経路再決定スイッチに制御命令を与え

る (デバイス上の欠陥位置特定後)ことからなる．

プログレッションは篩の実行毎に異なるが，デバイスの再設定には長時間を要す

る (文献 [48]ではこの時間がボトルネックとなった)．文献 [16]の手順により，デバ

イス再設定を回避可能である．この手順は，数体篩で生じる篩問題間には強い関連

があり，各篩実行後に定数値 r̃iを riに加算することだけが必要であるという特徴か

ら得られる．r̃i値はプログレッション当たり log2 piビットの小容量でDRAM内に

保管可能であり (この点はコスト見積もりに織り込み済み)，加算はウェハ上の特定

用途プロセサで効率的に実行可能である．この値の更新までの時間，R/sクロック

が大変大きいことから，更新を高速に実行するために大きなリソースを専用に割く

必要はない．代数篩では，事情は幾分異なっている (第 3.7.8節参照)．

3.7.5 篩ポイントの除外

数体篩の関係式収集処理では，b番目の篩線上の篩ポイント aのうち，gcd(a′, b)

のものだけが対象となる，ただし，a′ = a− R/2．それ以外の篩ポイントは関係式

を重複させるだけだからである．重複する篩ポイントは候補評価処理で結局除外さ

れるが，とても小さい cに対して，c|a′, bとなる篩ポイントを予め除外しておくこと
で，篩処理を削減することが可能である．全てのソフトウェアベースの篩処理では，

2|a′, bとなる場合を考慮している．この場合，25%の篩ポイントを除外することが可
能である．TWIRLでも同様の手法を用いる．まず，全ての奇数ライン b = 1(mod 2)

について通常の篩処理を施す．次に，偶数ラインの篩処理を行なうが，この際，a′

が奇数となるもののみを対象にする．pi > 2であるプログレッションは，奇数篩ポ

イントを piステップおきにヒットするので，必要な変更は，メモリとカウンタの初

26この場合でも，マルチプレクサを用いて数本のバスラインに加算器一個を割り当てることで加算
器の数を削減することは可能である．しかし，上記手法は動作周波数に悪影響を与えると思われる．
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期値のみである．以上の偶数ラインに対する篩処理に要する時間は，偶数ラインの

処理時間の半分となる．

上記と同様にして 3|a′, bの場合についても考察し，これらを組み合わせること
で，full，half，third，sixth-lengthからなる 4種類の篩処理を得る．これら分類は，

b mod 6として各々{1, 5}，{2, 4}，{3}，{0}を示す．本質的なコストなしに，全体
では 33%の実行時間削減効果を得ている．c > 3に対して c|a′, bの場合の考察を行
なう価値はない．

3.7.6 篩のカスケード構成

篩問題の対象となる数値は有理数篩と代数篩の両方で処理されるが，着目すべきは

両方の篩処理をパスした a値である (第 3.3.1節参照)．しかし，両者の篩は同等のも

のではなく，代数篩の処理数BA〈〈2.6 · 1010〉〉Aは，有理数篩の処理数BR〈〈3.5 · 109〉〉R
よりもかなり大きいのである2728．そのため，各々の篩に最適な s値を選択した場合，

代数篩のコストが全体の中で占める割合が高くなる．しかも，1024ビット合成数に

対してパラメータ (第 3.8節参照)を選択した場合，代数篩用の s値を理想的に大き

くとることは不可能である．理想的な数値を用いた場合，代数篩がシリコンウェハ

一枚に収まらない大きさとなるためである．この問題に対する対策を以下に示す．

sR，sAは，有理数篩，代数篩それぞれの s値を表す．まず，sAを増やし，自由に

扱える並列化が不可能な理由として，これを実装すると制御不能になるほどバス幅

が広くなり，デリバリラインの数，長さが共に増加する (そのコストはΘ(s2)であ

る)ことがあげられるためである．しかし，バスは，パイプラインステージ当たり

sA個の篩ポイントを処理するよう作られている．これは，最初に有理数篩処理を行

なうことで，ほとんどの篩ポイントを前もって除外しまうことが可能であり，極少

量 〈〈1.7 · 10−4〉〉個の篩ポイント以外の全ては，有理数篩の閾値をパスせず29，これ

らは，代数篩処理を待たずに候補者とはなりえない．

上記から，代数篩の構成を以下のように変更した．単純に，法 sAの剰余ひとつひ

とつに sA本のバスを割り当てる幅広バスではなく，たった u〈〈= 32〉〉A本のラインか

27(暗黙的に)篩処理の対象となる数値が準滑らか, semi-smoothとなる確率が十分となるよう，BA

と BRを選択している．約 〈〈1064〉〉R に対して約 〈〈10101〉〉A．
28訳注 原文の BRは BA の誤記と思われる．
29cofactorの因数分解の前の場合．�log pi�による丸めを考慮した場合にはもう少し多くなる．
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らなる非常に狭いバスを用いる (ただし，各々のラインがデータ対 (C,L)を扱う)．

ここで，L(= a mod sA)は篩ポイントを示し，Cは aに対する (これまでの)�log pi�
の和である．篩ポイントはクロック毎に sAポイントの割合でパイプライン処理さ

れる．すべてのデリバリペアはそれぞれのステーション構成に応じ，従来法と同様

にして生成される．

デリバリラインの構成も異なっている．長くて「おろかな」構成ではなく，短く

て「賢い」構成である．例えばデリバリペア (�log pi�, l)が生成されたとする．デリ
バリペアがセルに到着する度に，デリバリペア内の lが，篩ポイントの情報L と比

較される．比較の結果が一致すれば，該当ラインのC値に �log pi�が加算され，不
一致の場合 (この場合がほとんどだが)には，デリバリペアは破棄される．

バスの初段入力には，有理数篩をパスした篩ポイント aに対して (0, a mod sA)値

を入力するが，このためには，有理数篩の出力を代数篩の入力に接続し，有理数篩，

代数篩の両者を同期させて動作させる (位相シフトを要する)．s値が一致していな

いので，sA/sR個の有理数篩を代数篩に接続することになる．よって，sA/sR+1個

の篩デバイスで構成されるクラスタが，同期して動作することで，一度に一本の篩

ラインを処理する30．複数の有理数篩で処理を分割するために，篩ポイントのイン

ターリービングを行なう (第 3.7.2に示したビット逆転表記手法と類似)．有理数篩，

代数篩間の接続は，1クロック当たり log2 sR〈〈12〉〉ビット長の値を高々一つ転送する
(平均化して輻輳を無くすためには適切なバッファが必要)．

上記変更により，バスワイヤとデリバリラインが占める回路面積は大幅に削減さ

れる．本稿が選択したパラメータでは，これらのコストはひじょうに些細なサイズ

となった．また，Smallishプログレッション用のエミッタを複製する必要がない (但

し，pi < sの場合を除く)．これによって，代数篩用に大きな s〈〈= 32768〉〉Aを用いる
ことが可能となり，コストについても有理数篩未満に抑えることができる (第 3.5.1

節参照)．更に，コスト面に大きな影響を与えずにBAを更に大きくすることが可能

であるが，これはHとRを小さくすることにもなる (数体篩パラメータ選択上のト

レードオフによる)．

30訳注 原文の sA/sB は sA/sRの誤記と思われる．
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3.7.7 候補の検査

各々の篩ポイント aに対して対数の和 g(a)の近似を計算し終えると，結果として

残った候補を認識し，対応するプログレッション集合 {i : a ∈ Pi}を計算し，さら
に詳細な検査 (第 3.3.1節参照)を行なう必要がある．これらは以下のように実装さ

れる．

候補の認識 各々のTWIRL装置には，バスの末端 (すなわち，すべてのステーショ

ンの下流)に比較器をバスラインに一つ設置している．これは篩ポイント aに対し

て，g(a) > T となるものを識別するためである．基本的なTWIRLの設計では，篩

装置の組 (すなわち，有理数篩と代数篩) を結合して動作させる．毎クロック，比較

器閾値を越えたバスラインについて二つの装置間で通信する．そしてその共有部分

(すなわち候補)が識別される．カスケード改良では，有理数篩を通過した篩ポイン

トのみが代数篩への処理に進まない．よって，この構成法ならば候補というのは，

代数篩の出力に他ならない．ここで最終的に候補となる篩ポイントの割合は，ごく

ごく小さいものである 〈〈2 · 10−11〉〉．

対応するプログレッションの宣告 各々の候補に対して，有理数篩，代数篩両方に

ついてプログレッションの集合 {i : a ∈ Pi}を計算しなければならない．数体篩法で
は，比較的小さい pi集合の要素については見つけることはそう難しくない31．よっ

て，部分集合である {i : a ∈ Pi, pi is Largish} のみを見つければ良い．これは，
Largish stationに最近の piを記憶させ，これらを必要に応じて報告させることで実

現できる．

これを実現するにあたり，すべてのLargish stationのプロセッサを貫通する専用

パイプラインを 2チャンネル用意する．まず，第一のラインチャンネルは，log2 s

ビット幅で閾値比較器よりはじまって上流に向かってデータが転送される (つまり，

バスデータの流れと逆である)．第 2のチャンネルは因子チャンネルと呼ばれ，バ

ス幅 log2Bのものが下流に向かって流れている．両方のチャンネルは，各々のプロ

セッサ毎にパイプラインレジスタを保持していて，TWIRL装置の出力となる．各

Largishプロセッサに対して，我々は日誌なるものをつける．これは log2Bビット値

31つまり，Fj(a − R, b)の小さな因子を見つけることでよい．ここで，Fj は相当する数体篩多項
式であり，bは篩線である．
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の循環リストである．毎クロック，プロセッサは値を日記に記入する．その動作は

以下の通り; もし，あるクロックでプロセッサがトリプル発行データ (�log pi�, li, τi)
をバッファに発射したならば，そのデータ (�log pi�, li, τi)を日記に記入する．そう
でないならば，特別な値の nullを記入する．もし，あるバスラインで候補が発見

されたら，lはラインチャンネルを使って，上流に送信される．プロセッサがライ

ンチャンネルに値 l を検出すれば，日記を確認し，正確に zクロック前にバスライ

ン lにむけて発射したかどうかを確認する．ここで，zはプロセッサ出力からバッ

ファ，バス，閾値比較器，そしてラインチャンネルを通ってプロセッサまで帰って

くるまでの (パイプラインステージとしての)距離である．この検査は，zクロック

前に書かれた日記内容から遡ること，〈〈64〉〉日記エントリ (ただし，non-null値の

みであって li = lなる (pi, li))を検索することで可能である．もし，そのような日記

がみつかれば，プロセッサは piを因子チャンネルを使って下流へ流す (もし，衝突，

すなわち送信のタイミングですでにチャンネルが埋まっているならば，再送信をあ

とで行なう)．データが混乱し他の異なる候補に属するように認識されたとしても，

それは無視できるし，また，適切な割算試行により回復することもできる)．

カスケード篩の改良法では，代数篩では，デリバリラインで破棄されなかったプ

ログレッション加算のみを日記につける．有理数篩の日記は，日記エントリを長い

時間保存する必要があるので，かなり大きい (〈〈13530〉〉R個のエントリ)容量が必要
である．というのも，遅延時間 zは，すべての有理数篩のバスパイプラインステー

ジ，すべての代数バスラインステージ，そして，すべての有理数ステーションを通

る最悪時間である必要がある．しかし，これらの日記はDRAMバンクとして，固

定長の周期的アクセス回数による短縮表現 (Largishステーションのメモリバンクと

同様な方法) により効率的に実装できる．

候補の検査 以上の情報が与えられてから，今度はこれまでの篩処理における様々

な近似誤差やエラー，そして，数体篩法における large prime (第 3.3.1節参照)を考

慮して処理を進める．最初のステップ ( 多項式の値を評価し，小さな因子や日記か

らのレポートを割り除き，サイズを検査し，残った因子の素数判定すること)は専

用のプロセッサとパイプライン構造により効率的に処理が可能である．これは，文

献 [16] 4節に記載の因子パイプラインと同様である．ただし我々のモデルでのほう

が，より少ない候補を扱う (第 3.9節参照)．
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因子の素因数分解 以上の処理を生き残った (かつ，残った因子が素数判定で失敗，

すなわち合成数判定が出て，かつ十分に小さい数字の)候補は因子の素因数分解を

行なう．これは，サイズが 〈〈1 · 1024〉〉程度の整数 1個，もしくは 2個程度のの素因

数分解となる．篩ポイント全体のうち割合として 〈〈1 · 10−11〉〉以下の篩ポイントが
このステージに到達する (ここでは，�log pi� 丸め誤差も考慮している)．現在の汎
用プロセッサはこの処理を 0.05秒で処理可能である．よって，専用ハードウェアを

使えば，篩コスト全体に比較すれば割合として小さなコストにより処理が可能であ

る．また，アルゴリズム的な拡張をここに適用することも可能である [3]．

3.7.8 格子篩

これまで，数体篩法の線篩法をもとに設計を行なった．この線篩はひじょうに大

きな篩線の幅Rを持つ．格子篩法 (Lattice sieving, すなわち特殊 q)はより少ない篩

ポイントをもつ．しかし，格子篩法はとても短い篩線 ([9]では 8192)を持つ．よっ

て，ここで定義した方法を格子篩の問題へと写す (すなわち線による格子篩)とRが

小さくなりすぎてしまう．

TWIRLは以下のようにして効率的な格子篩に適用することができる．sを格子

篩の領域の幅に合わせる (これらはだいたい同じ大きさである)．よって，格子線す

べてを 1クロックで処理することを考える．Rは篩を行なう格子ブロックにおける

篩ポイントの総数である．ただし，この場合 (pi, ri)の定義が若干異なる．これはベ

クトルを使った格子篩法におけるベクトルへと対応づける (ただし，格子に落され

る前に)．プログレッションの modsラップアラウンドの処理は，多少厄介になり，

プログレ放出を計算するロジックがすべてのタイプのステーションに適用される必

要がある．ここで，Largishプロセッサは，原則格子篩をベクトルにより処理する

ことに注意する．つまり，これらプロセッサは値を遠くの将来にポンなげし，次の

プログレ放出までは再び見ることもない，という点である．

再初期化は，特殊 q格子が変化した場合にのみ必要である ([9]では 8192 · 5000篩
ポイントおき)．しかし，再初期化自体の処理が重くなる．格子篩法の大きな利得を

考慮すれば，高速な再同期のための (やや大きな)回路を使い，篩う範囲を増やすこ

と (しかし低い生産率)は得であるが，これらについてはさらなる検討が必要である．
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3.7.9 フォールトトレランス 障害許容性

デバイスのサイズが巨大であるため，TWIRLデバイス上には，LSI製造上の不

完全性に起因する局所的な欠陥が複数発生することは避けられない．生産歩留まり

を向上させるために，以下に示す変更を加える．

ステーションを構成する，どこかのモジュールに欠陥がある場合，そのステーショ

ンは単純に使用されない．各々の種類の予備ステーションを少数設けておくことで，

欠陥があるステーションが担当する筈だったプログレッションを処理可能である．

TWIRLデバイスは加算パイプラインを用いるので，バスラインと加算器内の欠

陥は大きな問題となる．この問題の対処法としては，バスに沿った予備ラインセグ

メントを少数設けておき，局所的欠陥をバイパスするために，予備セグメントを用

いてバスラインの一部を論理的に置き換えることが可能である．この場合，Largish

ステーションの特定用途プロセサによって，バスライン置き換えを目的とする，バ

スの送出先アドレス (即ち，トリプル発行データの l値) 変更を容易に実現可能であ

る．Smallishと Tinyステーションの場合，置き換えを実現するのは困難であるの

で，本来の �log pi�値を加算するのを断念し，置き換えられたバスラインに小さな
定数値を加算することで部分的に補償できる可能性がある．篩ステップは極めて粗

い (が非常に効率的な) フィルタとして利用されるので，少々のミスジャッジは許容

可能である．

3.8 コスト見積もりに用いたパラメータ

3.8.1 ハードウェア

ハードウェアに関するパラメータは文献 [35]を参考にした．これらの数値は文献

[22]にあるものとも矛盾していない．0.13µmプロセスの 30 cmシリコンウェハは，

ウェハ当たり$5,000のコストであると仮定した．1024ビットと 768ビット合成数の

処理には，DRAM向けウェハの利用を想定した．ロジック部では，1トランジスタ

当たり平均 2.8µm2の面積を占有し，DRAM部では，1ビット当たり平均 0.2µm2

の面積を占有するものとした．512ビット合成数の処理には，ロジック向けウェハ

の利用を想定した．ロジック部では，1トランジスタ当たり平均 2.38µm2の面積を

占有し，DRAM部では，1ビット当たり平均 0.7µm2の面積を占有するものとした．
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クロック周波数は 1 GHz としている．これは，よく練られたパイプライン構成のプ

ロセッサでは現実的な数値であることから判断した．

本研究においては，設計に関する全ての主要な構成要素の大まかな見積もりを行

なったが，作業過程で，アルゴリズムに関する更なる解析，仮定，シミュレーショ

ンが必要であった．第 3.4節で示した選択パラメータによる 1024ビット合成数処理

する場合について，主要なものを幾つか示す．Largish向けの特定用途プロセッサは

〈〈96400〉〉R 個のトランジスタを必要とする．これはバッファ，小容量 (約 14Kビッ

ト，piに非依存)のキャッシュメモリを含めての値である．Smallishステーションの

エミッタは 〈〈2037〉〉R個のトランジスタからなり (煙突のコスト含む)，Tinyステー

ションのエミッタは 〈〈522〉〉R個のトランジスタからなる．インターリーブした場合
のデリバリセル (Largishステーションの場合)は 〈〈530〉〉R個のトランジスタを要し，
インターリーブなしの場合 (Smallish，Tinyステーションの場合)には 〈〈1220〉〉R個
のトランジスタを必要とする．第 3.4.2節に示したメモリシステムは標準DRAMよ

りもビット当たり面積が 〈〈2.5〉〉倍必要である．これは，必要となる余裕領域とキャッ
シュ領域のためである．多層の配線メタル層を用いることにより，バスワイヤ用の

配線領域は不要であると仮定している．同様に，多層の配線メタル層を用いること

により，バスワイヤの cross-bus density(交差密度)を 〈〈0.5〉〉ビット / µmであるとし

ている．

半導体デバイスは，多数且つ様々な大きさのモジュールを相互に接続して構成さ

れるものであるので，効率的なレイアウト (本研究では未実施)は重大な課題である．

しかしながら，モジュールの種類数は通常のVLSIデザインと較べてとても少なく，

また，変更の余地も多々ある．大抵の systolic設計では，レチクル32のサイズよりも

大きなデバイスを作ることが可能である．これにはマスク数が一枚，若しくは非常

に少ない枚数を用いる．

フォールトトレラント設計 (第 3.7.9節参照) を採用することで，歩留まりはとて

も高くなり，装置組み立て後の機能テストについても低コスト化が可能になる．し

かも，本デバイスは，大抵のVLSI設計と比較して検出不能故障率がかなり高くて

も許容可能である．

32訳注 reticle: 半導体デバイスの製作工程でパターン露光に使用されるフォトマスクのこと．
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3.8.2 篩パラメータ

篩処理のコストを予測するために，対応する数体篩法のパラメータ (R,H,BR, BA)

を見積もる．我々が採用した値を表 3.1 にまとめる．512ビット合成数のパラメー

タは，TWINKLE[34]で用いたものと同じであり，実際の実験 [9]と比較しても無難

な設定である．

大きなサイズの合成数に対してそれなりに正確な予測を立てるために，[29]のアプ

ローチに従うものとする．つまり，RSAチャレンジ合成数のRSA-1024, RSA-768[46]

向けの，数体篩法に用いる多項式の具体的ペアを生成する．そしてこれらが生成す

る関係式を見積もる．数体篩法の多項式の探索は Jens Franke, Thorsten Kleinjun

らのプログラムを，多少の調整を行なった上で用いた．我々の 1024ビット見積りに

ついては，以下の多項式対を選択した．これらは，RSA-1024合成数を法として共

通の整数根を持つ．

f(x) = 1719304894236345143401011418080x5

−6991973488866605861074074186043634471x4

+27086030483569532894050974257851346649521314x3

+46937584052668574502886791835536552277410242359042x2

−101070294842572111371781458850696845877706899545394501384x
−22666915939490940578617524677045371189128909899716560398434136

g(x) = 93877230837026306984571367477027x

−37934895496425027513691045755639637174211483324451628365

関係式出現に関する評価は，篩領域に対して，対応する滑らかさ確率関数 [25]を積

分することにより求めた．素因数分解が成功するためには，十分なだけ多数の関係

式間のサイクルを見つけなければならない．そして，(仮定したとおり)代数,有理

数の 2面のうち片側あたりの 2個 large primeについては，関係式の数からサイクル

数を予測する手法が知られていない．しかし我々は，従来のより小さな合成数の分

解実験と比較しながら，数字が妥当であることを検証した．768ビット合成数に対

するパラメータについても同様に導出した．詳細情報については，専用web[49]や

[29]で入手可能である．
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よりよい多項式をみつければ，篩処理のコストを減らすことができる．実際のと

ころ，今回の代数篩の次数は 5となっている (これは我々が利用したプログラムの

限界によるものである)．しかし，いくぶん高い次数の多項式により，無視できない

ほどより高い関係式吐き出しが期待されることは，理論的にも，実験的にもさまざ

まな根拠が知られている．

3.9 先行研究との関連

TWINKLE つづりの見ためからも明らかなように，今回の新しい装置は，従来の

篩法に比較して，時間-空間を逆転した性質をTWINKLEと共有している．TWIRL

は明らかにTWINKLEよりも高速である．確かに，両者は動作クロック周波数に大差

がない．しかし，TWINKLEは 1クロックあたり，1篩ポイントを検査するのに対し，

TWIRLは数千もの篩ポイントを検査する．しかしながら，TWIRLはTWINKLE

に比較して小型である．これは，効率的な並列化と Largishプログレッションのた

めのコンパクトな DRAMの利用によるものである (TWINKLEは GaAsウェハを

用いるが，DRAMはこの上では効率的に実装できない) ．もちろん，電子加算パイ

プラインを用いずに，TWINKLE的な光学式アナログ加算を考えることはできるか

もしれない．しかし，法 sによる剰余クラス毎に独立な光学加算器を構築すること

は，事実上困難を伴う．実際，加算するべき値の数が少ないのもあり，検討に値し

ないように見える．

FPGAに基づく直列篩 KimとMangione-Smithは，現状すでに入手可能なパー

ツを使う篩装置を提案し，時間-メモリ交換を利用せず，TWINKLEよりもたった 6

倍遅い程度で処理を行なうことができることを示した [24]．処理速度の向上は，メ

モリアクセス速度の向上によるものである．いくつかのFPGAチップがあり，各々

が複数の SRAMチップに接続しているものである．上記で示したように，この実

装手法は処理速度やコストの観点からTWIRLと比較できるものではない．さらに，

特定のハードウェアプラットフォームに特化したものであり，より高度な並列度や，

より大きな篩問題へのスケーラビリティという点に疑問がある．
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低メモリによる篩回路 Bernsteinは，低メモリで実現できる滑らか検査 (smoothness

test)を完全に篩処理に置き換える方法を提案した [4]．滑らか検査 (smoothness test)

とは，具体的には，素因数分解における楕円曲線法などである．この手法により，

行列演算ステップにおける漸近的な時間×空間コストを y3+o(1)から y2+o(1)に削減

した．ここで yは分解する合成数の長さに準指数となる値であり，数体篩法のパラ

メータの選択に依存する．TWIRLと比較すると，TWIRLは y2.5+o(1)のスループッ

トコストがかかる．これは，速度向上が，プログレッション数の平方根にともなっ

て増えるからである (第 3.5.5参照)．しかし，これら漸近的評価では，致命的な係数

をも消してしまう．現状の実験的経験から，1024ビット合成数については，低メモ

リによる滑らか検査が従来の篩法と処理速度において，比較となるとは考えられな

い．より勝っている漸近的な計算量にも関わらず，TWIRLについても同様である．

メッシュ型篩回路 [4]では数体篩法の線形行列処理をメインに扱っているが，一方

で Schimmlerのアルゴリズムを使った篩実装法についても触れている．そしてその

コストはL2.5+o(1)(つまりTWIRLと同じ) であることが示されている．Geiselmann

と Steinwandtはこのアプローチに従い，メッシュ型篩回路の詳細な設計を提案し

た [16]．従来の篩装置に比較して，[16]もTWIRLも，Θ̃(
√
B)倍の速度向上を達成

している33．しかしながら，スケーラビリティとコストにおいて，大きな差がでる．

TWIRLでは，512ビット合成数については 1600倍も，より効率的である．さらに

より大きな合成数の場合や，カスケード型篩 (第 3.5.3, 3.7.6節参照)を採用すれば，

それ以上の開きがでる．

理由の一つに以下のことが言える．[16]のメッシュ型計算モデルによるソーティ

ングは，時間遅延の観点からは効率的であり，ゆえに，Bernsteinの行列演算装置

[4]として適切だった．ここでは，各々の装置動作開始が前の状態に依存していた．

しかし，篩処理では，スループットのみが関係する．時間遅延を無視すれば，小さ

な回路でより高いクロック周波数が必要となる．例えば，TWIRLの場合，デリバ

リラインは，ビットサイズ 〈〈12 + 10〉〉Rのデータを単純な一次元一方向にルーティ
ングする．これは，データサイズ 〈〈2 · 21.7〉〉Rのプログレッション情報を複雑な二次
元メッシュソートするのと対照的である34．代数篩については，状況はより極端と

33もしくは，[16]についてはこれ以下かもしれない．しかし，漸近的評価は不十分である．得に
small primeを扱うという観点について．

34[16]の著者らは，private communicationで，[35]に類似する，プログレッション状態をソート
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なる (第 3.7.6節参照)．

[16]の設計では，各々のプログレッションの状態は，�Θ̃(B/pi)�回，複製される
(TWIRLは �Θ̃(√B/pi)�回)か，あるいは別の方法で処理される．これにより，コ
ストが極端に増加する．[16]で示された 512ビット合成数のための設計パラメータ

の主な部分については，仮に 217よりも小さな素数全部がその他の方法で処理され

たとしても，メッシュのうち 75% が，複製された値で占有されることになる．別

の方法とは，メッシュが認識した本質的な候補を検査するための独立した因子パイ

プラインであって，12000以上もの高価な整数割算ユニットを用いる．さらに，こ

こでは，pi > 217のプログレッションから来る �log pi�加算和がすべてのプログレッ
ションについて滑らかさ (smoothness)と十分な相関があることを仮定している．こ

の仮定が妥当かどうかは不明確である．

DRAM記憶領域を使いながら Largish primeを処理する TWIRLは現在のVLSI

技術を使って実装しても，その回路規模を十分に小さくできる (90 DRAMビット

vs. 約 2500トランジスタ [16])．

もし，その装置が複数のウェハにまたがるならば，ウェハ間通信の必要転送速度

は，[16]で必要なそれと比べて (バス幅がウェハ面積を越えない限りは) 我々の設計

のほうがはるかに低い．また，ウェハ越しのラインに起こる長い遅延を処理するこ

とにアルゴリズム的な問題はTWIRLにはない．さらに，ウェハを連鎖的に接続す

ることは，それらを 2次元的に接続することよりも容易だろう．少なくとも冷却や

故障の観点からもそのことが言える．

するのではなく，プログレ放出をルートするような彼らの装置の変形について示唆している．
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図 3.4: Tinyステーションのブロック図

表 3.1: 篩パラメータ

パラメータと意味 1024ビット 768ビット 512ビット
R 篩線幅 1.1 · 1015 3.4 · 1013 1.8 · 1010
H 篩線数 2.7 · 108 8.9 · 106 9.0 · 105
BR 有理数篩の滑らか境界 3.5 · 109 1 · 108 1.7 · 107
BA 代数篩の滑らか境界 2.6 · 1010 1 · 109 1.7 · 107
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第4章 評価対象モデルの詳細
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この章では，我々が評価したTWIRL装置についてより詳細に記述する．これは

[49]では，扱っていない詳細部分の仕様についてを記載するものである．

4.1 TWIRLの構成

以下，図4.1，及び図4.2を用いて，篩処理に必要な演算/処理装置の構成とTWIRL

デバイスの構成を説明し，更に，論理規模低減のためにTWIRLデバイスが採用し

た構成の利点と，設計上のトレードオフと考えられる点について述べる。

図 4.1は，単純な篩処理ハードウェアの全体構成である．篩処理に必要な演算を

明らかにすることを目的としており，極素朴な並列/パイプライン実装を想定してい

る．篩処理は，大量の篩ポイントに対して，ある評価演算を行い，その評価値から

該篩ポイントが次段処理の候補となるか否かを判断するものである．図中，Rは篩

ラインの幅 (=1篩ライン中の篩ポイント数)，piの最大値=(B以下の素数)である．

安直なアルゴリズムの理解では，評価ポイントは，篩ライン一本当たり全部で

R ∗ (piの個数)この評価検査があり，評価方法は ai毎に，図中©のついたポイン
ト (条件に合致したポイント)の �log pi�を加算することで評価値を得ることにある．
このような篩ライン (評価ポイントはRポイント)を全部でH 種類 (篩ライン毎に

相違なる a0～aR−1を用いる) 処理することで，篩処理が完了する．即ち，処理対象

となる篩ラインの本数はHである．

上記のRポイントの評価ポイントを，極素朴に並列/パイプライン実装すること

を考えると，ライン方向に評価ポイントをR並列化を行なうことをまず考える．次

に，カラム方向には，1ライン/クロック動作，piの個数分段のパイプライン化とい

う構成がまず得られる．上記構成が，実際には実現不可能な規模となることは言う

までもない．

図 4.1を出発点として，論理規模を削減するためにTWIRLデバイスに盛り込ま

れたアイデアを説明する．ライン方向の論理規模を削減するために，篩ライン上の

R点全点を一度に，ではなく，そのうちの s点のみの並列評価とし，時間軸でこれ

をシリアルに処理している．これにより，ライン方向の論理規模は単純に sとなる

が，同時に処理速度もR/sに減少する．更に，各評価ポイントに �log pi�を供給す
るために，シフトレジスタを用いたデリバリラインを用いることで，データ供給用

のワイヤを大幅に削減している．
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次に，カラム方向の論理規模削減については，各評価ポイントにおいて，評価条

件が成立する確率 (�log pi�を加算する確率)が，素数の大きさに応じて異なり，特
に大きい素数 piに対応した評価ポイントでは非常に稀になることを利用する．大多

数の piに対しては，一本のデリバリラインが �log pi�を供給する頻度が低いことか
ら，複数の pi値でデリバリラインを共有することで，デリバリライン数を削減する．

上記説明から得られるTWIRLの構造を図 4.2に示す．Tinyプログレッションに

ついては素数の数=デリバリライン数であるが，これより大きい素数については，

合計 2601本のデリバリライン数に削減している．この数は，図 4.1 に示した素朴な

実装に要するパイプライン段数 (= B以下の素数の数)と比較すると極端に小さく，

大幅な論理規模削減となっている．原著の選択したパラメータ選択時の 1024ビット

合成数を対象とした篩処理時に，smallishについては，501/43007，largishについ

ては，2100/(1.6 · 108)1となっている．
また，上記構成は処理時間の短縮にも貢献しており，パイプライン段数について

も，わずか 2655段となっている．上記により，各評価ポイントで必要な演算を行な

うための，並列，パイプライン構造は，かなりの小論理規模化，処理段数削減に成

功しており，この点は，篩処理ハードウェア現実化のための大きな改良点であると

評価できる．

但し，各デリバリラインに素数 π毎の評価値を適切に出力する仕組み (エミッタ，

プロセッサ)は複雑となっており，評価ポイント演算構成を単純化するためのトレー

ドオフになっていると言える．

4.2 個々の構成要素

前の章や，これからのハードウェア評価の章においても，Largish, Smallish, Tiny

それぞれの計算ステーションの構成の説明があるので，中枠の説明は大きく省き，

局所的な部品に関する説明を行なう．

メモリシステム (DRAM/SRAM) DRAM及び SRAMは，読みだし書き込みの

機能を持った大型のメモリシステムであって，Largishの計算ステーションの重要な

構成要素である．サイズは，担当するプログレッションにより異なっているが，プ
1素数定理より x以下の素数の数は π(x) ≈ x/ log xで近似できる．有理数篩の Largishプログレッ

ションは 5.2 · 105 < pi < 3.5 · 109 であり，π(3.5 · 109)− π(5.2 · 105) ≈ 1.6 · 108となる．
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ログレッションに相当する素数が大きいものは，多数のプログレッションを担当し，

素数が小さいと，少数のプログレッションを担当する．これにより，プロセッサへ

の出力 (プログレ放出)の頻度が均等化されることを期待するものである．

DRAMはその性質上，プロセッサが求める動作速度，1 GHzでの読み書きを達

成できない．そこで，SRAMをキャッシュに見立てた構造を提案している．

読みだしはTWIRLの構成方法から，ひじょうに簡単な動作であり，定義される

領域を 1クロックあたり 1番地の定速で読み出す番地を動き，そこを読みとること

である．書き込みはランダムアクセスの要求に近いが，その格納番地が，その時刻

における格納の状態に応じた動的な決定を行なう．これには失敗も伴う．

確かに，SRAMもDRAMも現在の実装の LSI技術では 1 GHzで動作することは

できない．しかし，以上の要求のみを満たすのであればバッファリングなどにより，

見かけ上 1 GHzで動作しているのと同等なメモリシステムの構築は可能である．し

かし，これと [49]で主張されている SRAMの使い方とが技術的に繋がらないこと

を理由の一つとし，かつ実現性の観点からは重要性は低いこともあるため，本評価

では，詳細な評価は行なわない．これらの動作を示したものを図 4.3に示す．

プロセッサ プロセッサの主なる動作は簡単である．受けとったプログレトリプル

データから (1)簡単な剰余演算を行って格納するのと，(2)トリプル発行データを

バッファに渡すこと，のみである．

しかし，第 3.7.7節にて，〈〈13530〉〉Rサイクル分のトリプル発行データを記録する
必要があることを示している．これを日記と読んでいる．このデータは，篩装置を

パスしたものが，実際に smooth かどうかを検査するための (cofactor factoring)の

手間を大きく軽減するための，重要なレポートである．実際にプロセッサは，シス

トリックアレイの下流からあがってくる別のパイプライン (ラインチャンネル，と呼

ぶ)を常に監視し，それが自分の放出したトリプル発行データのものであれば，そ

れを認識し日記から該当トリプル発行データを発見し，もう一つの下流向けのパイ

プラインである因子チャンネルに流す．以上の動作を示したものが図 4.4である．

バッファ バッファはプロセッサ群から受けとるいくつかのトリプル発行データを

放出時刻の τ 要素で簡単なソートをかけながら，うまくタイミングを調整し，厳密

なタイミングでデリバリペアを生成し，放出するものである．
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バッファは二次元的な構成であり，例えば理解として縦軸で τ ソートを行ない，

近い将来放出されるべきトリプル発行データは下に沈むと考える．局所的な渋滞

を避けるために横方向にはランダムシャッフルが適用される．

バッファについての記述は，他の部品に比較しても簡単であり，我々の評価では

設計に十分な情報が記載されていないと考えた．よって，詳細は不明なままである

が，概要のみをブロック図，図 4.5を使いながら説明する．

各サイクル毎に，

1. 最下部 2列にたまったトリプル発行データを τ マッチングし，時刻が合致し

たものは，放出する．

2. (最下部 2列にたまったトリプル発行データのうち?) 時刻がすでに過ぎてし

まったものは例外処理として，抹消する．

3. 空きができた場合には，下方向へ各番地に保存されているエントリをスライ

ドする．

4. プロセッサから送信されたトリプル発行データを受信し，適切な空セルに保

存する．

5. 縦方向にバブルソート (全部が並びきるまでソートするわけではないはずであ

り，おそらくバブルソートの 1ステップ，例えば偶数-奇数番地で大小比較を

行ない，結果に応じて swapするなど)をかける．

6. 横方向にランダムシャッフルする．

以上の処理を行なうよう記述があるが，各々の動作の詳細については不明である．

特に放出については，一つのバッファに接続するデリバリラインの数についても

言及されておらず，またそのメカニズム (例えば以下のような処理を達成するもの)

を考えるとかなり複雑である．

1. 複数のトリプル発行データが τマッチングをパスしてくることを想定している．

2. τ マッチングの対象のセルは比較的多数，例えば 8セル分などであり，8セル

のどこからでも来る可能性がある．
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図 4.5: バッファの動作を説明するブロック図
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3. デリバリラインは τマッチングのパス数をみながらパスしたトリプル発行デー

タを (デリバリペアに変換して)デリバリラインに割り当てる．

4.3 変数表

表 4.1: TWIRLの変数表

和名 記号 有理数篩 代数篩
篩問題数 H 2.7 · 108 2.7 · 108
篩線幅 R 1.1 · 1015 1.1 · 1015
滑らか境界 B 3.5 · 109 2.6 · 1010
閾 (しきい)値 T 210 210

対数の底 h > 2 > 2

並列度 s 4096 32768

ウェハ内篩装置数 – 4 1

LP素数サイズ pi > 5.2 · 105 4.2 · 106
LP内DRAMバンク数 – 8490 59400

バンク内プログレ数 d 32 ≤ d < 2.2 · 105 32 ≤ d < 2.0 · 105
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表 4.2: 派生した変数一覧
素数 �log2B� 32 35

配達線 ID �log2 s� 12 15

クロック時刻 �log2(R/sA)� 35

DRAM希釈度数 – 2 2

DRAMオーバーフロー閾値 – 64 64

丸め素数スコア �loghB� 20 22

丸め素数スコアサイズ �log2(loghB)� 5 5

75



第5章 TWIRLデバイスの面積評価
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本章においては，原著 4.1及びB.1(本稿では，第 3.5.1節, 第 3.8.1節) に記載され

たTWIRLデバイスのトランジスタ数及びシリコンウェハ面積見積もり数値に矛盾

がないかを検証し，[49]の主張する面積/コストに関する妥当性を評価する．

5.1 面積から見た全体構成の把握

30 cm シリコンウェハの面積は 70,650 mm2 である．原著では 0.13 µm プロセス

でのロジック部 1トランジスタ当たりのウェハ面積を 2.8µm2，DRAM部 1ビット

当たりのウェハ面積を 0.2µm2としているが，0.13µm標準CMOSプロセスでの単

位面積当たりのゲート規模は，1mm2当たり約 200kゲート程度と言われており，1

ゲート=4トランジスタ換算では，1トランジスタ当たりのウェハ面積は約 1.5µm2

となる．原著ではDRAMプロセスのウェハを用いるとしており厳密な比較は難し

いが，オーダとしては合致しており，倍程度大きめな見積もり値を用いていると判

断する．以降ではこれらの値を用いて評価を行なう．

表 5.1にTWIRLデバイスの機能ブロック別面積を示す．この数値は，原著 4.1(第

3.5.1節)記載のTWIRLデバイス面積に，デバイス内各機能ブロックの面積比率を

乗じて算出したものである．また，第 3.8.1節記載の 1トランジスタ当たりのウェ

ハ面積，及び，各ステーション構成要素のトランジスタ数から，同構成要素の面積

は，各々表 5.2に示した数値として得られる．

表 5.2の数値から，有理数篩の Largishステーションのデリバリラインの占める

面積を積み上げると，

0.0015mm2 × 1024(= s/4)× 2100(デリバリライン数) = 3, 226mm2

となり，同様に特定用途プロセッサの占める面積は，

0.27mm2 × 8490(個数) = 2, 292mm2

であることから，合計で 5,518mm2となる．この数値は，表 5.1の Largishステー

ションロジック面積 6,224 mm2 と約 1割の 706 mm2の開きがある．

同様に，代数篩の Largishステーションのデリバリラインの占める面積を積み上

げると，

0.0015mm2 × 32× 14, 900(デリバリライン数) = 715mm2
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表 5.1: 機能ブロック別面積
機能名称 面積 (mm2) 備考

有理数TWIRLデバイス 15,960

Largishステーション 12,129

logic 6,224

DRAM 5,905 29.5Gビット (3.7 GByte)分
Smallishステーション 3,352

Tinyステーション 479

代数TWIRLデバイス 65,900

Largishステーション 61,946

logic 18,452

DRAM 43,494 217.5Gビット (27.2GByte)分
Smallishステーション 3,954

Tinyステーション ? 4.1には面積比記述なし

表 5.2: 構成要素別面積
機能名称 一個あたりの面積 備考

(mm2)

delivery cell(Largish用) 0.0015

delivery cell(Smallish,Tiny用) 0.0034

processor(Largish用) 0.27 キャッシュ14kビット分，
バッファ含む

emitter(smaillish用) 0.0057 funnel含む
emitter(Tiny用) 0.0015

となり，特定用途プロセッサの占める面積は，

0.27mm2 × 59400(個数) = 16, 038mm2

であることから，合計で 16,753mm2となる．この数値は，表 5.1の Largishステー

ションロジック面積 18,452 mm2 と約 1割の 1699mm2の開きがある．与えられた

情報のみでは，この原因の推定は困難であり，ここでは事実を指摘するにとどめる．

尚，有理数篩，代数篩のDRAM面積比は，約 7.4倍であり，滑らか境界 (=DRAM

に保管すべき素数 piの数) BR，BAの比と概ね一致する．
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5.2 一般的なLSIとの面積比較

次に，TWIRLデバイスの要する面積と現実に量産されている LSIの面積との比

較を行なう．現実に量産されている汎用プロセッサとしてインテル社製品のダイサ

イズを調査した．その結果を表 5.3に示す．

一般的に，LSI製品のコストはシリコン面積と比例する関係にあり，リーズナブ

ルな量産を行うためには，おのずと最大面積が定まってくる．シリコンウェハその

ものを製造する際のシリコンの格子欠陥，LSI製造時のトランジスタ生成失敗，配

線失敗などが生じる確率が零ではないことから，一枚の半導体ウェハ上に製造した

複数の LSIには，かなりの確率で不良品が含まれる．同一の半導体製造設備を用い

た場合，半導体ウェハ面積当たりの製造不良率は同一であるので，半導体ウェハか

ら切り出す LSI製品の面積が小さい程，生産歩留まり (=良品確率)が大きいことに

なる．

表 5.3を参考にすると，半導体プロセスの世代が進む際に，PC用プロセッサは

100mm2超程度のサイズをキープし，サーバ用プロセッサは 400mm2程度のサイズ

をキープしていることが分かる．PC用プロセッサ，サーバ用プロセッサ間の面積

の違いは，許容できる製造コストの差とみなすことができる．利用する半導体プロ

セスに依存せずにリーズナブルな量産を行うためには，50mm2程度の面積が妥当

との説もあり，上記プロセッサの面積も，LSI製品全体から見ると，かなり大きめ

な数値となっている．

ここで，TWIRLデバイスの面積を見てみると，各ステーションを構成する要素

の面積は十分に微小であるものの，構成要素を組み合わせたステーションの面積は

巨大なものであり，例えば，最も小さい，有理数篩用のTinyステーションであって

も，サーバ用プロセッサの面積を超えている．現実的なLSI製品の面積を考えた場

合，TWIRLデバイスの要する面積がどれだけかけ離れた数値であるかは以上の比

較から理解可能である．原著の「30 cm ウェハに実装可能な論理規模であるので，

実現可能性が高い」という主張に対しては，利用可能な半導体技術の観点からは，

「30 cm ウェハにやっと実装可能な論理規模では，実現可能性は極めて低い」とい

う異議申し立てが必要である．

以下，付加的な議論であるが，半導体プロセスは一世代進む毎に，同一面積に搭載

可能な論理量は倍になる．0.13 µmプロセスで 65,900 mm2 を占める代数篩TWIRL

79



表 5.3: 一般的な LSI面積・トランジスタ数の参考値 (インテル社製品)
製品シリーズ名称 プロセスルール ダイサイズ トランジスタ数

(mm2)

Intel r©Pentium r©4 0.13 µm プロセス 131 5500万
90nmプロセス 112 1億 2500万

Intel r©Itanium r©-2 0.18 µm プロセス 421 2億 2100万
0.13µm プロセス 374 4億 1000万

デバイスを，サーバ用プロセッサ並みの 400mm2程度の面積で実現するには，面積

を約 1/165に縮小する必要があり，半導体プロセスで言うと，7～8世代分の技術開

発が必要になるということを付け加えておく．

5.3 大規模論理回路サポート向け半導体技術について

回路規模の妥当性の観点から，原著の問題点を大雑把に述べると，

• ウェハ一枚に渡る規模の回路を想定していること．

• 大規模回路を 1 GHz という高速で動作させていること．

• ウェハ間を 1 GHz クロックで同期動作させていること．

が挙げられる．

このうち，後者 2つについては，別章で扱うこととし，ここでは，「ウェハ一枚に

渡る規模の回路」の妥当性について論じる．先ず，TWIRLデバイスの唱える処理

自体は論理的であると考えられる．即ち，大規模並列処理でデータ転送時間が問題

になるのは周知の事実であり，デバイス (TWIRLデバイス)間のデータ転送時間を

低減させるために，やり取りするデータ量が小さいところでシステム (TWIRLク

ラスタ)を分割するというアイディア自体に異論はない．だが，残念ながら，シス

テムを構成する個々のデバイスが，半導体技術の観点から巨大過ぎて現実的でない

と言わざるを得ない．実際のデバイスとして実現するには，超大規模 LSIの実現を

サポートする半導体技術が多数必要になると思われる．言い換えると，主張する面

積，速度を，現在利用可能な技術で実現するのは極めて困難だが，半導体プロセス
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技術の今後の進展と，サポート技術の開発がなされれば，必要な機能を実現するこ

とは不可能ではないと考える．

半導体技術の現状としては，ウェハ一枚に渡って無故障の半導体デバイスを製造

することは不可能であり，おそらく今後ともこの状況に変化はないと考える．現状

の半導体製造装置の故障検出技術は，良品と不良品を峻別するための技術である．

100%動作するものが良品であり，不良部分が一箇所でもあれば不良品と判断する．

TWIRLのような大規模論理回路をサポートする技術としては，製造結果の良否

だけではなく，製造不良が生じた際に，どこが不良なのかを詳細に検知する技術が

必要となる．大規模回路を動かす方法=耐故障設計技術と言ってもよく，同技術は，

故障位置特定技術と故障位置回避技術とに大別できる．このうち，前者の技術を実

現することの方がより困難ではないかと考える．

現在一般的な故障検出技術としては，標準技術として JTAG/IEEE1149.1があり，

その他半導体製造メーカ独自の故障診断技術を用意している場合もある．技術的に

は，本来の機能を実現する論理回路に加え，テスト用の論理回路を追加することで，

本来の機能を実現する論理回路の正常動作を確認する．テスト用論理回路の追加に

よって，LSI装置全体としての論理規模増加は不可避であり，数十%の論理規模増

加になるケースもある．

又，近年は電磁波解析という手法も開発されている．正常動作するデバイスと，

内部回路の故障により異常動作するデバイスとでは，故障デバイスは，その故障部

が動作しないために，同一の動作をさせた時の回路内部の動作が異なっている．従っ

て，動作に伴い周りに漏れる電磁波のパターンも異なっている．この電磁波パター

ンの違いから故障を検知するものである．現状適用可能なのは，LSIパッケージ内

の多層配線の欠陥検出レベル (数 µm) であり，すぐに適用可能な技術ではないが，

大規模回路の故障位置を大まかに検知する技術として将来的な可能性はある．

故障を回避して回路を正常動作させる技術としては，第 3.7.9節にもあるとおり，

デリバリラインのバイパス回路作成が考えられる．しかし，スペア回路の搭載は，

面積の増大，ルーティングによる遅延量の増大/動作速度低下に繋がる．又，バイ

パス回路を動作させるためには，経路選択を指定する回路が正確に動作する必要が

あり，同回路の故障回避の優先度は，デリバリラインのスペア回路の動作よりも高

くなる．優先度の高い回路の故障回避策としては，例えば，多数決論理による冗長

論理構成が考えられるが，回路規模は増大する方向である．
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以上の議論からは，原著のTWIRLデバイスの機能を実現するには，大規模論理

回路を正常に動作させるためのサポートロジック用に更に多くの面積が必要である

と言うことが分かる．このことから，30 cm ウェハ一枚に搭載可能とされた代数篩

の実現は困難であり，「原著の主張する 3枚のウェハからなるクラスタ構成を実現

するのは困難」と判断する．

5.4 コストの妥当性について

原著は，TWIRLデバイスの実現費用が$ 30Mであると主張しているが，以下，そ

の積み上げを再整理する．30 cmウェハ一枚のコストは$ 5,000である．1TWIRLク

ラスタに 3枚のウェハが必要であり，194個の独立した TWIRLクラスタを構成す

るには，582枚のウェハが必要である．従い，582枚分のウェハコストは総額$ 2.9M

となる．この金額に，パッケージ，電源，冷却装置などの付随費用をマージンとし

て見込み，総額$ 10Mの製造コストとしている．これに，$ 20Mの開発費 (設計，検

証，マスク作成)を加え，$ 30Mという数字が出ている．原著者も述べているが極

めてラフな見積もりであることは確かである．明らかにできるのは，ウェハ一枚$

5,000という数字が，何の加工も施されていないシリコンウェハのコストとして妥

当であるという点のみである．

先の議論であった通り，582枚のウェハに原著の主張する機能を盛り込むのは困

難であり，大規模論理回路を正常動作させるためのサポートロジックを追加すると

すれば，それは回路面積，即ち要するウェハ枚数の増加要因となる．又，現状の半

導体製造技術が，限定された面積のLSI良品を製造するための技術であることから，

大規模論理回路サポート向けの製造技術自体の開発が必要になる可能性がある．例

えば，製造時の良品確率を向上させる手法として，以下のようなものが考えられる．

LSIの製造には，空気中における浮遊微粒子を厳重な管理下におくクリーンルー

ムが用いられるが，半導体製造プロセスが微細化すると，それまでの製造プロセス

では問題とならなかったサイズの浮遊微粒子が新たに問題化する．そのために，ク

リーンルームの「クリーン度」は製造プロセスの世代が進む程高くなっている．従っ

て，世代遅れの半導体製造プロセスの製造装置を最新製造プロセス用のクリーン

ルームに設置することで，半導体製品の故障率が下がることが期待される．世代遅

れの半導体製造プロセスを用いて LSIを製造することで，面積当たりの処理能力は
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低下し，デバイス全体として，より多くのシリコンウェハを必要とすることになる

が，製造良品確率が向上することで製造コストを削減できる可能性がある．が，上

記手段を採るための技術的課題は未知であり，その開発コストを考慮すると，製造

コストに対するインパクトについては言及困難である．

原著の主張するTWIRLデバイスは，従来技術を組み合わせて実現可能なデバイ

スではなく，特に，大規模論理回路サポート向けの製造技術の開発が重要となる．

本技術開発の課題及び費用を見積もることが困難であることから，全体としての初

期費用見積もりは困難であると判断する．
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第6章 要素部品に対する回路評価
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篩処理を 1年で終えるTWIRL全体 (図 6.1)は，194個のTWIRLクラスタが並列

に動作する．

TWIRLクラスタ一つ (図 6.2)は，8個の有理数TWIRLと 1個の代数TWIRLか

ら成る．有理数TWIRLと代数TWIRLは，サイズや詳細アーキテクチャは異なる

が，共通化して考えることができる部分も多いため，本評価では特に有理数TWIRL

に着目する．

有理数 TWIRL一つ (図 6.3)は，256未満の 54個の素数を扱う Tiny station(図

6.4)，256超 5.2 ·105未満の 43,007個の素数を扱う Smallish station(図 6.5)，5.2 ·105
超BR = 3.5 · 109未満の 167,236,272個の素数を扱う Largish station(図 6.6) から成

る．Tiny stationでは 54本，Smallish stationでは501本，Largish stationでは 2,100

本のデリバリラインが存在する．1本のデリバリラインは 4,096個のデリバリセルか

ら成る．2次元的なデリバリセルの並びが，シストリックアレイ構造として機能す

る．最終のデリバリラインの 4,096個の出力 g(a)それぞれに対して，閾値T = 1, 024

と比較し，それを超えるものが候補として代数TWIRLに引き継がれる．

Largish station(図 6.6)は，167,236,272個の素数を扱う．そのような膨大な個数

の各素数について専用回路を個別に持つのは現実的ではないため，DRAM-cache(高

機能 SRAM)-processorの組を備えてDRAMに膨大な個数の素数を格納することで，

比較的現実的な回路として実現できるようになっている．有理数TWIRL一つに付

き，DRAM-cache-processorの組は 8,490組存在する．

本評価では，Tiny station，Smallish station，Largish stationのうち，最もクリ

ティカルと考えられる Largish stationに着目する．そして，Largish stationの構成

要素のうち，特に，DRAM-chache-processorの個数とデリバリラインの本数に対す

るプログレ放出の頻度，およびDRAMの容量，およびデリバリセルの動作周波数・

回路規模に着目し，原著の妥当性を検証する．

6.1 プロセッサ，バッファは評価できない

なお，cache-processorとバッファの回路構造は，次の不明点により詳細なサイズ・

アーキテクチャを原著から読み取ることが困難である．また，回路規模や電力消費

の観点からも特別に大きな部分構成要素というわけではない．そこで，我々がわか

らない部分を独自に考え，原著からは読みとれない仕様とは異なる仕様で見積り，

85



その結果を原著と照らし合わせて評価したとしても，それ自身，現在のTWIRLの

現実性評価，という観点からはあまり意味がない．よって，これらの構成要素につ

いては詳細に評価しないこととする．(注意：評価や実装することが不可能と言って

いるわけではない．)

cache-processorの組の主な不明点

• バッファに予め渡すことのできるプログレ放出の放出時点 τ と，現時点との

許容時間差．

• DRAM-cache間のバス接続ビット数やアクセスサイクル・タイミング．

• processorから送られる tripletを格納すべきDRAMの領域がなかなか見つか

らない場合の例外処理．(cacheはその間にも，DRAMからプログレ放出とな

るべき tripletを次々と読み出す必要がある上，それに応じて processorから

DRAMに格納すべき tripletが次々と書き込まれる．)

特に 3点目については，ある程度の記載はある．すなわち 64番地遡ったところで空

きがなければ例外処理をする，とある．しかしながら，τ は 12ビットの領域しかも

たないことになっており，例外処理として，しばらく，具体的には 212クロック以

上，の間不正な動きをしたとするとその後も対応するプログレッションは不正なプ

ログレ放出を篩問題が終るまで振舞い続けることになる．これらによる装置の誤動

作が篩問題の処理として許容できるかどうかが計上されていない．

バッファの組の主な不明点

• バッファ一つに接続されている上流の processorおよび下流のデリバリライン

のそれぞれの個数．

• processorからプログレッションが届いてから実際に時点 τ で放出するまで，

バッファが同プログレ放出を保持しておく (予め processorから受けとれる)許

容時間．

• バッファ内で行われる，バブルソート処理の詳細，およびランダムシャッフル
処理の詳細．
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• 複数のプログレ放出がバッファから取り出されることを前提に複数のデリバ
リラインへの放出を考慮した，賢いセレクタの仕様．

• processorからバッファ容量を超えるプログレ放出が (複数サイクルにまたがっ

て)届いた時の処理や，プログレ放出を放出すべき時点 τを超えてしまった場

合の該プログレ放出の扱い等，例外処理．

6.2 プログレ放出頻度

DRAM-cache-processorの組は，有理数TWIRL一つに付き 8,490個存在し，それ

ぞれが 32 ≤ d < 2.2 · 105個の素数を扱い，全体では 5.2 · 105超BR = 3.5 · 109未満
の 167,236,272個の素数を扱う．

一素数pに関するプログレ放出の頻度は
4, 096

p
(/cycle)であるから，Largish station

全てのプログレ放出の頻度は

∑
5.2·105<p<3.5·109
prime p

4, 096

p
= 2099.33103634 (/cycle)

となる．一方，Largish stationに存在するデリバリラインは2,100本であるから，これ

らデリバリラインが常にほぼ 100%使用されるようにバッファが機能することが理想

的である．一つのprocessorが放出するプログレ放出の平均頻度は，
2099.33103634

8, 490
=

0.24727103 =
1

4.04414542
(/cycle)である．プログレ放出の放出は互いに異なる膨大

な個数の素数に基づいているため，各 processorは 4.04414542サイクルに 1回の確

率でランダムの様相でプログレ放出を放出する．よって，任意のサイクルにおいて，

8,490個存在するprocessorから総計n個以上のプログレ放出が放出される確率P (n)

は

P (n) =

8,490∑
i=n

8,490Ci · 0.24727103i · 0.24727103i · (1− 0.24727103)8,490−i

となる．nと P (n)の関係をグラフ化したものを図 6.7 および図 6.8に示す．図 6.8

は，図 6.7の縦軸 P (n)を対数表示したものである．

図 6.7,6.8より，プログレ放出の放出個数がデリバリラインの本数 2,100よりも例

えば 50多いn = 2, 150は，およそ 10サイクルに 1回発生する．よって，およそ 100
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194 TWIRL clusters

図 6.1: 処理時間 1年のTWIRL最上位

8 rational TWIRLs

algebraic

TWIRL

図 6.2: TWIRLクラスタ
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図 6.3: 有理数 TWIRL
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図 6.5: Smallish station
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サイクルに 1回の確率でデリバリラインの本数よりも 50多いプログレ放出が 2サイ

クル連続で発生するし，およそ 1,000サイクルに 1回の確率でデリバリラインの本

数よりも 50多いプログレ放出が 3サイクル連続で発生することとなる．このよう

にデリバリラインの本数よりも多いプログレ放出が単サイクルだけでなく時間的に

連続して発生した場合でも，それらプログレ放出をデリバリラインへ確実に送れる

ように，バッファは十分な容量を持ち且つ高性能な論理が必要である．言い換えれ

ば，バッファが備えるべき容量を見極める必要があるし，1 GHz 動作する高性能な

論理を実装する必要がある．実際は Largish stationのデリバリラインは r = 4でイ

ンタリーブされているため，それによってバッファの制約がより厳しくなることは

述べるまでもない．

あるいは，プログレ放出のうち全てをデリバリラインへ送る必要はないのかもし

れない．この場合は，バッファは比較的容易に実装できると考えられるが，無効と

なるプログレ放出が頻発しても篩問題 (ひいては素因数分解問題)が期待通りに解け

るのか疑わしい．篩問題としてはどの程度のプログレ放出を無効としてよいのか，

また実際に実装した場合にどの程度発生するのかを，各々数学的に導出して照らし

合わせて検証する必要がある．

6.3 DRAM容量

5.1節に示すように，原著に示されたウェハの面積から逆算した有理数TWIRL一

つのDRAM容量は 29.5Gビットと導出される．本節ではこれを検証する．

DRAMに格納されるデータの最小単位 tripletの内容は (pi, li, τi)と，その内容が有

効かどうかを示すフラグ用の 1ビットである．liのビット数は log2 s = log2 4, 096 =

12ビットであり，τiのビット数は log2 2, 048 = 11ビットである (原著 3.2段落 (第

3.4.2節)Notes.部分より)．

8,490組存在するDRAM-cache-processorの組に対して，piを格納するためのビッ

ト数は可変である．インデックス j (1 ≤ j ≤ 8, 490)のDRAM-cache-processorの組

が扱う素数の個数をn(j)，その各素数をp(j) = {p(j)1 , p
(j)
2 , · · · , p(j)

n(j)}とおく．このとき，

piを格納するためのビット数は log2max{p(j)}となる．また，
8,490∑
j=1

n(j) = 167, 236, 272

である．
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さらに，有理数 TWIRL 一つが Largish stationで扱う 5.2 · 105 超 BR = 3.5 ·
109未満の 167,236,272個の素数を，任意の j に対して

1

p
(j)
1

+
1

p
(j)
2

+ · · · + 1

p
(j)

n(j)

≈
1

4.04414542
となるように，小さいほうから順に8,490組に分割したとき，

∑8,490
j=1 n(j) ·

log2max{p(j)} = 5, 134, 034, 180であることを計算機を用いて計算することで確認

した．

有理数TWIRL一つに付き必要なDRAM容量をDmin(bit)とおくと，以上より，

最低でも

Dmin =

8,490∑
j=1

n(j) · (log2max{p(j)}+ 12 + 11 + 1
)

=

(
8,490∑
j=1

n(j) · log2max{p(j)}
)
+ 167, 236, 272 · 24

= 5, 134, 034, 180 + 4, 013, 670, 528 = 9, 147, 704, 708 (bit)

となる．原著では，各種のマージンのために必要最低限の情報量に対して 2.5倍

の DRAM容量を確保していると記述がある．よって D = 2.5 · Dmin とおくと，
D = 22, 869, 261, 770(bit)であり，原著に示されたウェハの面積は，周辺回路や配

線領域を考慮してよりマージンを確保した値と見てとれる．すなわち，「DRAM

容量・面積について，原著の評価は妥当である」と言える．但し，DRAMの動作

周波数や cacheとのインタフェース，また τ のビット数 11ビットやマージンの 2.5

倍の妥当性等，実装に向けて考慮する必要がある問題はここでは一切考慮しておら

ず，DRAM容量を原著に書いてある通りに単純に見積っただけであることを述べて

おく．

6.4 デリバリセルの動作周波数・回路規模

Tiny station，Smallish station，Largish stationの各デリバリセルのうち，最も

クリティカルと考えられる Largish stationのデリバリセルを以下で評価する．

各デリバリラインで加算されていく g(a)は，最終的に閾値 T = 1, 024と比較さ

れる．g(a)の中間結果を桁上げ保存表現し，各デリバリセルでは桁上げ保存加算を

適用するとき，桁上げ保存表現を成す二つの 2進数はせいぜい重み 29までを保持

すればよい．桁上げ保存加算の論理の最上位ビット付近には特殊な論理を付加すれ
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ば，閾値を超えた中間結果が再び閾値以下を示す値となる (オーバーフローする)の

を避けることができる．

また，Largish stationでは，素数の範囲は 5.2 · 105 < p < BR = 3.5 · 109であ
り，よってデリバリラインで加算する値の範囲は �log2 5.2 · 105� = 19 ≤ �log2 p� ≤
�log2 3.5 · 109� = 32である．すなわち，�log2 p�は 14種類の値をとるため，その信

号線は �log2 14� = 4ビットあればよい．

さらに，各デリバリラインには 4,096個のデリバリセルが存在するため，加算す

べきデリバリセルのインデックスを示す lの信号線は log2 4, 096 = 12ビットあれば

よい．これらに加えて，デリバリラインを流れる �log2 p�および lが有効であるか

どうかを示す信号線が 1ビットあればよい．

デリバリセルを図 6.9に示し，Verilog-HDLを用いたその回路記述例を B.1節に

示す．この回路記述を原著と同条件の 0.13 µmプロセス相当のセルベースライブラ

リを用いて論理合成した結果，クロック周期約 1ns，ゲート数約 388ゲートであっ

た．一般に，トランジスタ数とゲート数の関係は，3対 1～4対 1程度と言われてい

る．よって，「デリバリセルについて，原著の評価 (1 GHz 動作，1,220トランジ

スタ)は妥当である」と言える．

実際にはLargish stationのデリバリセルは，インタリーブされているため，r = 4

個を一組としてそのうち 1個のみが g(a)中間結果を加算する桁上げ保存加算器を持

つ．インタリーブされたデリバリセルの組を図 6.10に示し，Verilog-HDLを用いた

その回路記述例をB.2節に示す．この回路記述を同条件の 0.13 µmで論理合成した

結果，クロック周期約 1ns，ゲート数約 704ゲートであった．すなわちデリバリセ

ル一つあたり，704÷ 4 = 176ゲートである．よって，「インターリーブしたデリバ

リセルについて，原著の評価 (1 GHz 動作，530トランジスタ)は妥当である」と

言える．
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第7章 消費電力評価
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本節では，動作が比較的明快な，シストリックアレイ部分の消費電力を見積もる．

7.1 半導体製品動向 (’03年)

現在 (2003年時点で)利用可能な半導体プロセスにおいて，ゲート当たりの消費

電力で比較的小さいもには，TSMC社の 0.13µmプロセスにおけるゲート当たりの

消費電力の 4nW / MHzがある [52]．

以下，本検討では，ゲート当たりの消費電力基本単位として 4nW/MHzを用いな

がら評価を行なう．

7.2 消費電力評価

7.2.1 トランジスタ数からの見積もり

ゲート規模，動作率等が推測しやすく，有理数篩の大部分を占めるデリバリセル

で構成されるシストリックアレイ部分の消費電力を見積もる．

TWIRLを記述した論文 [49]より，1,024ビット合成数を分解するためのパラメー

タ例として，表 7.1 に示す数値データが与えられている．インターリーブを行なわ

ないデリバリセルは，バスライン 4本分で，1,220トランジスタを消費する．イン

ターリーブ型のデリバリセルは，縦方向のライン 4本分をまとめて，530トランジ

スタを消費する．以上のことが [49]から読み取れる．

よって，インターリーブ型のデリバリセルの個数は，

4, 096× 2, 100 = 8, 601, 600(個)

通常 (インターリーブなし)のデリバリセルの個数は，

4, 096× (501 + 54) = 2, 273, 280(個)

これより，有理数篩におけるシストリックアレイ部分の総トランジスタ数は，

8, 601, 600× 530 + 2, 273, 280× 1, 220 = 7, 332, 249, 600

と見積もることができる．
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現在一般的な半導体における低消費電力化のためには，CMOS構造を採用するの

が最良である．CMOS構造の単位ゲートを，2入力NAND回路と想定すると，ゲー

ト-トランジスタ換算は，1ゲート = 4トランジスタ である．これより，シストリッ

クアレイ部分の総ゲート数は，

7, 332, 249, 600/4 = 1, 833, 062, 400(ゲート)

となる．

一方各デリバリセルへ供給されるクロックは 1 GHz であるが，内部の組み合わ

せ回路および FF(フリップフロップ)のデータとして入力される信号の周波数は 0.5

GHz である．

各デリバリセルの動作率を 50%と想定すると，シストリックアレイ部分の消費電

力 Parray は，

Parray = 1, 833, 062, 400(ゲート)× 4(nW/MHz)× 0.5(GHz)× 0.5

= 1, 833, 062, 400× 4× 10−15 × 0.5× 109 × 0.5

≈ 1, 833(W)

と見積もれる．ただし，これはデリバリセルで構成されるシストリックアレイ部分

のみの消費電力であり，バッファ，プロセッサ，DRAM，キャッシュ等の消費電力

は含んでいない．最低でもこれだけの電力消費があると言える．

この値より，TWIRL全体を概算する．上記より有理数篩 1個当たり，最低 1,833

(W)の消費電力であった．[49]より，有理数篩 4個で 1ウェハを占有することから，

1ウェハ当たり

1, 833× 4 = 7, 332(W)

の消費電力は少なくとも期待される．次に，TWIRLのクラスタを考えた場合，3枚

のウェハで 1クラスタを構成する．よって，1クラスタではこの 3倍の電力を消費す

ると考えてみる1．TWIRL装置を用いて 1,024ビット合成数を 1年間で処理する場

合，その想定として，全体で 194クラスタを使うので，TWIRL全体の消費電力は，

7, 332× 3× 194 = 4, 267, 224(W) ≈ 4, 267(kW)

1これは代数篩でも同じ対面積比の電力消費があることを想定している．しかしながら，代数篩
の装置ではDRAMバンクの割合が，有理数篩のそれよりも多いことから，この仮定は若干，消費電
力を多めに見積もることになる．
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となる．この装置を一時間動作させた場合の消費電力は 8,534 (kWh)．よって一ヶ

月では，

4, 267× 24× 30 = 3, 072, 240(kWh)

の電力消費となる．

一般家庭の一ヶ月の電力消費が，300kWhであるため，TWIRLは，約 10,000戸

分の生活に使われる電力を消費する．

これらの消費電力は，そのまま熱になるため，その電力消費だけでなく，かなり

大掛かりな冷却設備等が必要になると考えられる．

なお，大型の計算機として，地球シミュレータ [53]があり，その消費電力は 8 MW

程度といわれている [67]．

7.2.2 デリバリセル実装評価による見積もり

この節では，デリバリセルの実装評価のゲート数より，より正確に消費電力を見

積もることを考える．

我々の評価では，表 7.2のゲート消費を見積もった．これによると，シストリック

アレイ部分の総ゲート数は次のように見積もられる．Smallish, Tinyの計算ステー

ションにおいては，インターリーブを行なわないデリバリセルを用いるので，

388× 4, 096× (501 + 54) = 882, 032, 640(ゲート)

となる，一方 Largish計算ステーションにおいては，インターリーブが適用される

ので，

176× 4, 096× 2, 100 = 1, 513, 881, 600(ゲート)

のようになり，合計

882, 032, 640 + 1, 513, 881, 600 = 2, 395, 914, 240(ゲート)

となる．

また，シストリックアレイ部分の FFの数についても同様に見積もる．Smallish,

Tiny計算ステーションについては，縦方向の 19ビットのバスと，横方向のライン

番号 (12ビット)，フラグ (1ビット)，対数スコア (4ビット) の合計 36ビットの FF
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を利用する．よって

36× 4, 096× (501 + 54) = 81, 838, 080

となる．また，Largishについては，パイプライン化を行なっているので 4ライン

分の FFの見積りが，19 × 4ビットの縦方向のデータ，ならびに Smallish, Tinyと

同様な 17ビットのデータを扱うことから，19× 4 + 17 = 93ビット分の FFが必要．

よって Largishでは，

93× 4, 096/4× 2, 100 = 199, 987, 200

だけのFFを用いる．詳細については，第 7.3節，クロックツリーのゲート数と消費

電力を参照頂きたい．

以上から，シストリックアレイ部分の FFの総和は 281,825,280(個)となる．FF

は 6ゲートで構成されるため，FF部分のゲート数は，

6× 281, 825, 280 = 1, 690, 951, 680(ゲート)

組み合わせ論理回路部分は，

2, 395, 914, 240− 1, 690, 951, 680 = 704, 962, 560(ゲート)

となる．

よって，組み合わせ論理回路部分の消費電力は，

704, 962, 560× 4× 10−15 × 0.5× 109 × 0.5 ≈ 705(W)

ここで，動作周波数が半分になっているのは，データの変化の周期は，回路全体

の動作クロック 1 GHzに対してその約 50%，つまり半分と見積もっているためで

ある．

また，FF部分はクロックに依存して電力消費する部分と，データが変化するこ

とにより電力消費する部分に分けられる．クロック依存部分とデータ依存部分の比

を 1:2とすると，クロック依存部分の消費電力は

1, 690, 951, 680× 4× 10−15 × 1× 109 × 1× 0.33 ≈ 2, 232(W)
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となり，データ依存部分の消費電力は，

1, 690, 951, 680× 4× 10−15 × 0.5× 109 × 0.5× 0.67 ≈ 1, 133(W)

データ依存部分の周波数が半分になっているのは，データの変化の周期は 1GHz

の半分であるためである．

以上より，シストリックアレイ部分の総消費電力は，

705 + 2, 232 + 1, 133 = 4, 070(W)

となる．

第 7.2.1節の結果である 1,833 (W)と比較すると，倍以上差が生じてることに注

意する．これは，最初のゲート総数の見積もりに差があること．および，デリバリ

セルの大半が動作周波数 0.5 GHz で動作していると想定したが，実際はデリバリセ

ル内の FFの占める割合が多く，1 GHz で動作してる部分がかなり存在することか

らくると考えられる．よって，約 4.1 kW の方が信憑性が高いと思われる．

以上により，TWIRL全体では，一般家庭の約 22,000戸分の消費電力量に匹敵す

る消費電力を継続的に消費すると考えられる．

7.2.3 デリバリセルの動作率

この節では，第 7.2.2節，第 7.2.1節において，電力消費を換算するために，デリ

バリセルの動作率を 0.5と仮定した．これについての根拠を示す．

電力消費を検討したシストリックアレイの構造を考える．横方向には，4,096本

のバスラインが並び，縦方向には，Largish, Smallish, Tinyあわせて 2,655本のデリ

バリラインが並ぶ構造となってる (もちろん，各計算ステーションによりそのデリ

バリセルの構造は異なる)．便宜上，縦のバスラインのデータの流れを，上から下へ

流れるとし，デリバリラインのデータの流れを，左から右へ流れるとする．

縦のバスラインのデータの流れを見ると，上の方のデリバリセルでは加算による

値の変化は少ない．一方，下の方 (つまり，比較器に近い側)のデリバリセルでは，

上の方のデリバリセルで加算されたデータが各クロック毎に次々と落ちてくるので，

毎クロック異なるデータを保持する確率が高い．以上の観察から，縦方向について

は平均，50%の動作率と見積もることは妥当である．
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一方，デリバリラインのデータの流れを見る．左の方 (すなわち，煙突やバッファ

に近い側)のデリバリセルは，毎クロック新しいデリバリペアが送られてきて，そ

れを処理する確率はかなり高いと考えられるが，反対の右端のデリバリセルまでデ

リバリペアが届くことは稀である．よって，横方向についても 50%の動作率と見積

もることができる．

一方，縦方向の動作と横方向の動作は，完全に独立しているため，左下のデリバ

リセルは，ほぼ 100%の動作率，左上のデリバリセルは，ほぼ 50%の動作率，右下

のデリバリセルは，ほぼ 50%の動作率，右上のデリバリセルは，ほぼ 0%の動作率

となる．これを全体で平均化すると，約 50%の動作率となる．

7.3 クロックに関する評価

LSIを設計する上で考慮しなければならない項目にクロックがある．

最近の LSI設計では，内部論理回路を同期回路として設計し，設計時にはクロッ

クを意識させない設計手法が一般的になってきている．一般の LSI設計手順では，

論理回路設計後に，論理合成を行い，配置配線を行う．配置配線を行うと，実際の

信号線の配線長がわかり，信号伝播遅延等が正確にわかる．この配置配線中に論理

回路中のFF同位相のクロックが供給されるよう，クロックツリーを生成し，クロッ

クドライバを配置してゆく．こうしたクロック供給の仕組みを構築することも LSI

製造の上で無視できない過程である．しかし，最近のLSI開発では，クロックツリー

の生成は，自動化されてきている．

TWIRLの製造についても内部論理回路は単一クロックに完全同期して動くよう

に設計するのが最も簡単な設計方法である．

しかし，設計者のゲート数の見積もりとは別に，クロックツリーを構成するクロッ

クドライバのゲート数が追加されてしまい，さらにクロックドライバも電力を消費

する．

よって，本節では，想定する装置を動作させるために必要であろうクロックに関

するメカニズムを検討し，クロックツリーに因るゲート数の増加と消費電力を評価

する．
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7.3.1 クロックツリーのゲート数と消費電力

クロックツリーには，論理回路中のFF(フリップフロップ)の数により，必要なク

ロックドライバの数が決定される．ここでは，第 7.2.2節で評価したシストリック

アレイ部分に，クロックツリーを付加することを考える．

通常のデリバリセルには，縦方向のデータ転送には 19ビット (10ビットが各篩ポ

イントに対する現時点のスコアであり，その情報をCarry save adderにより実現し

ているので合計 19ビット) が必要なので，19個のFFが必要．横方向のデータ転送

には 17ビットが必要なので，17個の FFが必要．よって，合計 36個の FFが必要．

インターリーブ型デリバリセルでは，縦方向は 19個で同じだが，横方向は，1/4

になる．デリバリセル 4個分で，19× 4 + 17 = 93個の FFが必要になる．

以上よりシストリックアレイ部分のFFの数は，Smallish, Tinyの計算ステーショ

ンでは

36× 4, 096× (501 + 54) = 81, 838, 080(個)

となり，同様に Largishでは，

93× 4, 096/4× 2, 100 = 199, 987, 200(個)

よって，FFの総和は 281,825,280(個)になる．

一般には，クロックドライバ 1個で，最大で 16個の FFしか駆動しない．また，

クロックドライバ同士は，図 7.1のように，配線長が等しくなるよう，H状に階層

構造を構成することに，具体的には 1個のクロックドライバで 4個のクロックドラ

イバを駆動する構成をとる．このような，クロックツリーの一般的構成方法により，

合計 281,825,280 (個)のFFにクロックを供給しようとする．それに必要なクロック

ドライバの数を以下に評価してゆく．

クロックドライバの数を図 7.1に示した構成の末端，すなわち FFに近い側から

カウントして行く．直接 FFを駆動する末端のクロックドライバ数は，

281, 825, 280/16 = 17, 614, 080(個)

である．以降の (上の)階層について考えて行くと，上位のクロックドライバの個数

nk−1
d は，下位のクロックドライバの個数 nkdの 4分の 1，nk−1

d = �nkd/4�であるから，
各階層毎に下の階層から順に以下の個数のクロックドライバが必要になる．
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図 7.1: 全回路同期に用いる一般的なクロックツリーの構造
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第 14階層 (最下位階層) 17,614,080

第 13階層 4,403,520

第 12階層 1,100,880

第 11階層 275,220

第 10階層 68,805

第 9階層 17,202

第 8階層 4,301

第 7階層 1,076

第 6階層 269

第 5階層 68

第 4階層 17

第 3階層 5

第 2階層 2

第 1階層 (最上位階層) 1

これらを合計すると，23,485,446個になる2．

クロックドライバは一般には，1～3ゲートで構成されている．駆動する FFの個

数が多いクロックドライバや，配線長が長くなる上位階層のクロックドライバほど，

クロック信号線の駆動能力が必要なためゲート数が増える．また，高い周波数での

駆動にもゲート数が増える．ここでは，簡略化のために，1クロックドライバを 3

ゲート相当として見積もる．

クロックドライバ数は，23,485,446個であるため，クロックドライバのゲート数は，

3× 23, 485, 446 = 70, 456, 338(ゲート)

となる．

これは，原著トランジスタ数からのゲート見積もりである，1,833,062,400 (ゲー

ト)の 3.8%，我々の実装評価でのゲート見積もりである，2,395,914,240 (ゲート)の

2.9%に相当する．

一方，クロックドライバはクロック周波数で常に動作するため，周波数 1 GHz，

動作率 100%となる．よって，消費電力は，

70, 456, 320× 4× 10−15 × 1× 109 × 1 = 282(W)

これは，原著トランジスタ数からの消費電力見積もりである，1,833 (W)の 15.4%，

我々の実装評価での消費電力見積もりである，4,070 (W)の 6.7%に相当する．
2最上位の階層から 1, 4, 16(= 42), 43, . . . のようにつみあげて，17,614,080を越えるような構成

は上記の構成よりもより多くのクロックドライバ (39,983,701個)を消費する．
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以上より，クロックツリーによる，ゲート数の増加は，全体に与える影響は少な

いかもしれないが，消費電力の増加は無視できない．クロックツリーそのものは，

計算や演算を行わないため，回路面積，消費電力の観点からはオーバヘッドでしか

ない．

7.3.2 信号伝播遅延の評価

原著のトランジスタの面積，デリバリセルのトランジスタ数より，シストリック

アレイ部分の面積を概算すると，

2.8(µm2)× 7, 332, 249, 600(個) = 20, 530(mm2)

これを，正方形にすると，1辺 143 mm になる．

0.13µmプロセスのLSIの世界では，1 mmの信号伝搬に，約 0.12 nsかかる．よっ

て，143 mm 信号が伝搬するためには，17.2 ns かかることになる．これは，1 GHz

では，17 クロックに相当する．

これは，シストリックアレイ部分の出力，4,096ラインの出力に，閾値を超えた

候補が現れても，1クロックでは選択できないことを示している．

提案のカスケード方式では，有理数篩を通過した出力群をデータとして集約した

あと，バッファリングするなどして，転送を行なう．よって，有理数篩から，代数

篩へデータを受け渡す部分にも，4,096個の出力から候補をまとめて扱うために，何

らかの工夫が必要になる．例えば，1クロック毎に候補を 1/2に絞ってゆく方法な

どを取る必要がある．

有理数篩をパスする候補は，1サイクルあたり最大 4候補であるとしている．よっ

て，最大 4候補はそれ以上絞らないようにしなければ成らない．例えば，図 7.2の

ように，8候補から 4候補を選ぶ回路をつくり，それを三角形に 1,023個並べる．こ

のような構成をとることにより，毎クロック最大 4候補を出力する回路を作ること

が可能になる．

しかし，これには全体で，713,031ゲートが追加され，4,092個の FFが追加され

るため，クロックツリーも増える．しかしこれらは，シストリックアレイ部分の規

模と比較すると小さいため，大勢に影響は無い．
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図 7.2: 同期したシストリックアレイ末端部分の 4候補選択のための回路構成
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7.3.3 クロックツリーを用いない設計

[49]で提案されたTWIRLデバイスのシストリックアレイ部分では，信号の帰還

が存在しないため3，完全な同期回路として設計しなくとも，実現できる可能性は

存在する．ただし，データの遅延とクロックの遅延を正確に制御しながら設計する

必要が出てくるため，設計に必要な労力は桁違いに増える．

各論理素子の遅延のみでなく，信号線とクロック線の配線長等のレイアウト情報

も考慮する必要が出てくるため，熟練者が設計しないと誤動作する回路になる．

シストリックアレイは 2次元の方向を持つため，1方向を同期クロックを用い，1

方向を非同期クロックを用いる方法も考えられる．

横方向を非同期クロックにすると，図 7.3のように，4,096の篩ポイントの最終出

力が少しずつずれて出力され，シストリックアレイ部分全体では，17クロックにも

及ぶ．

この 4,096候補の中から，最大 4候補を選択するのにも工夫が必要になる．図 7.4

のように，1個ずつ篩ポイントを減らし，最大 4候補のみが残るようにする必要が

ある．この場合，5個の篩ポイントから最大 4候補を選択する回路が，4,092個，13

ビットの FFが 4,091から 1までの和の 8,370,186個必要である．4候補選択回路 2

は 444ゲートで実現可能で，13ビットの FFは，78ゲートで実現可能なので，合計

444× 4, 092 + 78× 8, 370, 186 = 654, 691, 356(ゲート)

が必要になる．これは，[49]記載のトランジスタ数から求めた，シストリックアレ

イ部分の総ゲート数 1,833,062,400の 35.7% にあたり，我々の実装評価から求めた，

シストリックアレイ部分の総ゲート数 2,395,914,240に対しても 27.3%に相当する．

これは無視できない回路規模を占めることになり，30 cmウェハへの実装を困難と

するゲート増加と考えられる．

一方，縦方向のクロックを非同期化すると，図 7.5のように下に配置されるデリ

バリラインほど，クロックの到達する時間が遅くなるため，バッファはデリバリラ

インへ出力する，同クロックに対応するデータを遅らせる必要がある．これらは，

配線遅延や半導体素子の遅延を利用するしかないが，遅延時間の制御には慎重な設

計が必要である．
3なお，TWIRL 装置の補足説明で，パスした篩ポイントに対して貢献した Largishプログレッ

ションを報告する日記や，それを運ぶバスラインについて触れられており，これらは計算ステーショ
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表 7.1: 電力消費見積りのためのパラメータ一覧

Largishプログレッション部分のデリバリライン数 : 2,100本
Smallishプログレッション部分のデリバリライン数 : 501本
Tinyプログレッション部分のデリバリライン数 : 54本
並列度 : 4,096

デリバリセルで消費するトランジスタ数 (インターリーブなし) : 1,220 tr

デリバリセルで消費するトランジスタ数 (インターリーブあり) : 530 tr

表 7.2: デリバリセルのハードウェアゲート消費見積り

通常のデリバリセル (インターリーブなし) : 388ゲート
インターリーブ型のデリバリセル : 176ゲート
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図 7.5: 非同期な回路構成を行なう場合のバッファ出力をデリバリラインへ投入す
る場合の遅延の挿入
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以上の考察から，クロックツリーによる消費電力増加を抑えるためには，非同期

クロックを用いた方が一見有利に見えるが，非同期クロックを用いることによるシ

ストリックアレイの拡張回路の複雑化を懸念すると，ゲートの増加や設計の複雑化

が伴い，余計なコストがかかってしまう．よって，前述の，同期クロックを用いた

方が実現の可能性は高いと思われる．

ン間を渡るシストリックアレイ部分とは逆方向のパイプライニングを実装しなければならない．
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第8章 製造に関するコメント
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30 cm ウェハで 1個の LSIを作ることの実現可能性を，マスクの観点から評価す

る．現在最も一般的な LSIの製造方法は，写真技術の応用で，半導体ウェハ上に感

光剤を塗り，マスクを載せ光を当て感光剤を感光させる．この操作により感光した

部分とマスクにより光を遮られ，感光しなかった部分ができる．この感光，非感光

に応じて半導体ウェハ上の領域を選択することが可能であり，選択領域に対して，

不純物をイオン打ち込みしたり，熱拡散したりしてトランジスタを製造し，また，

選択的にエッチングすることで，配線層を製造していく．一般的には 25枚程度のマ

スクを用いて LSIを製造していく．

現在量産されている半導体の最先端のプロセスは 0.13µm程度であるが，このプ

ロセス用の 30 cm四方のサイズのマスクは現時点存在しない．上層の配線層で 1µm

よりも粗い配線を造るマスクには，30 cm ウェハを一枚で一括露光するものは存在

するが，現状では最大でも 30 mm 四方程度を感光させることができる程度である．

よって，30 cm のウェハで 1個の LSIを製造するには，LSIを複数箇所に分割し

て，それぞれマスクを製造するしかない．

しかし，隣り合うマスクの配線の接続や絶縁を全て確実にするのは困難と思われ

る．通常は，隣り合うLSIは，カッターで切り離されるため，削りしろの隙間を開

けて配置する．また，マスクの位置合わせ精度は，前回のマスクとの相対誤差を，

押さえ込めば良く，実現は比較的楽である．一方，30 cm のウェハでは，相対精度

ではなく，絶対精度が求められる為である．

以上により，現状の半導体製造技術をもって 30 cm ウェハ規模のLSIを作ること

は，容易ではないと判断する．
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第9章 まとめ
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本評価では，1024ビット素因数分解の可能性を検討目標として，近年提案された，

専用集積回路についての実現性を中心に評価を行なった．

評価対象の選定 本評価では，第 1章で議論したとおりの，素因数分解アルゴリズ

ムとして，一般数体篩法，ならびのその改良を考察した．これは，近い将来，アル

ゴリズム的な劇的進歩がないことを仮定すれば，妥当な選択である．

次に，本評価の第 2章で議論したとおり，これまでの汎用CPUの並列実装での

スケーラビリティや，将来への進歩速度については比較的推定可能である．しかし，

近年のブレイクスルーとして大きいものにカスタムハードウェアを使った新しい計

算機モデルの提案，ならびにそれの数体篩法への適用の検討がある．

本評価ではこれらの動向に注目し，数体篩法の各処理の中でも実現性を議論する

上で最も重要な話題を，篩処理に限定した．これは，もう一つ一般的に大きな懸念

とされる行列演算の部分については，画期的なハードウェア構成が提案され，篩処

理の実現性に比較してかなり高い現実性をもっているからである．

本評価では篩法の模索を行ない，最終的に 1024ビット合成数を分解することの

現実性を議論するための対象として，TWIRL装置の評価を行なうこととした．そ

の考察に至るまでの技術的，非技術的検討は，第 2章に記載した．

対象装置に対する実現性評価 第 3章では，評価対象のクレームの明確化の目的で，

提案を忠実に再現した．続く，第 4章で，さらに詳細部分について，評価可能な部

分までの理解の噛み砕きを紹介した．以上の背景から以下のハードウェア評価を行

なった．

第 5章では，装置の提案者らが提示する装置の規模を示すデータを用いてそのよ

うな大規模装置の実現，という観点から LSI技術の知識に基づいて考察した．ここ

での主なクレームは，(1)検討しているサイズの論理回路を動作まで進めることが，

その規模の大きさゆえ，不可能であること，(2)費用について，その初期投資につ

いて見積りが不可能であること，である．

第 6章では，[49]の主要な主張を支える評価を行なった．これは，第 5章の主張

を裏付けるものにもなる．具体的には，部分部品の設計と，装置動作の一部分につ

いて検証を行なった．具体的には，致命的となる構造の部品要素については，我々

で検証可能なサイズで見積もられており，回路規模についての主張はおおむね正し
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いといえる．この具体的設計は付録，第B章に記載してある．

第 7章では，これら，著者らの実装プロファイルが仮に妥当であったとして，そ

れらが現実世界において，動作可能であるか，という観点から考察を行なった．特

に，ここでは，消費電力に関する考察と，装置を動作させるのに必要なクロックツ

リーとそのコストという切口から考察を進めた．この結果，電力消費は，最低見積

りにより，オーダーとして，日本に存在する大型計算機，地球シミュレータ，の消

費電力程度だった (第 7.2.1節)．実際に動く計算機が日本に存在することから，こ

れは現実的であるといえる．

以上の解析，評価をもとに，筆頭にあげる要旨に記載した考察を与えた．
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付 録A 数体篩法
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ここでは数体篩法の仕組みについて説明する. 詳細は [33], [30], [1] などを参照さ

れたい.

A.1 2次篩法

2次篩法は 1983年に Pomerance([43])が考案した素因数分解法で, 数体篩法の原

点となっている.

A.1.1 素因数分解の基本方針

合成数 nが与えられたとする. nは奇数で, 平方数でないと仮定する. nの一つ

の (自明でない)約数 n1に対し, n2 = n/n1とおく. すなわち n = n1n2 であると

する. ここで一般性を失うことなく, n1 > n2と仮定してよい. x = (n1 + n2)/2,

y = (n1 − n2)/2 とおけば,

x2 − y2 = (x+ y)(x− y) = n1n2 = n (A.1)

となる. すなわち合成数 nは必ずある整数 x, y (x > y)を用いて式 (A.1)のように

表される (無論, 合成数によっては表現方法は一意的とは限らない).

式 (A.1)より次の式も成り立つ.

x2 ≡ y2 mod n. (A.2)

式 (A.2)は, ある整数 α(> 0)に対し,

x2 − y2 = (x+ y)(x− y) = αn

が成り立つことを意味する (式 (A.1)は α = 1の場合). 2次篩法は式 (A.2)を満たす

x, y (x �≡ ±y mod n) を見つけ, gcd(x ± y, n)により nの因子を見つけようという

方法である.

ただし, 式 (A.2)を満たす x, yが見つかったとしても α > 1の場合には gcdによ

り nの因子が見つかるとは限らない. しかし, 見つかることも高い確率で期待され

ることから, より効率よく x, yの組を見つけるための様々な工夫がなされているの

が 2次篩法である.
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式 (A.2)を満たす x, yを探すには,

xi ≡ yi mod n, xi > yi

を満たす xi, yi をたくさん集めてそれらを組み合わせて平方数を作ればよい.

多数の組から平方数になるものを見つける効率的方法として知られているのが次

の節で述べる篩法である.

A.1.2 篩 (sieve)と線型代数 (linear algebra)

一般に, 多数の整数 r1, r2, . . ., rs が与えられたとき, これらの中から組み合わせ

て平方数となるものを見つける方法として次のものが知られている.

Step 1. 適当な個数の素数の集合 {p1, p2, . . . , pB} を決める. これを factor baseと

いう.

Step 2. (篩) r1, . . . , rsのうち, factor base により完全に素因数分解できるもの (こ

れを smoothな数という), すなわち

ri =
B∏
j=1

p
e(i,j)
j

と表されるものをB + 1個以上探す. これらを改めて r0, . . . rB とおく.

Step 3. 各 riに対し, これらのべき指数 e(i, j)を用いて 次のような Z/2Z上のB

次元ベクトルを作る.

vi = ( e(i, 1) mod 2, e(i, 2) mod 2, · · · , e(i, B) mod 2 ) .

Step 4. (線型代数) B次元ベクトル v0, v1, . . . , vB に対し, 一次従属関係式を作る.

c0v0 + c1v1 + · · ·+ cBvB ≡ 0 mod 2. (ci = 0 or 1)

Step 5. このとき次は平方数となる.

rc00 r
c1
1 · · · rcBB .

Step 4において, B次元ベクトルがB + 1個あるので必ず一次従属となる. 右辺

の 0は 0ベクトル= (0, · · · , 0)を表すことに注意. また, Step 2で各 riが smoothで

あるか否かを確かめなければならないため, riの大きさは小さいほうが好ましいこ

とがわかる.
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A.1.3 2次篩法

2次篩では xi, yiを集めるために次のような方法を用いる.

m = �√n�

とおいて 2次多項式

Q(X) = (X +m)2 − n

を考える. Xに比較的小さい数 a = 0,±1,±2, . . .を代入するとQ(a) ∼ 2am ∼ 2a
√
n

となり, nと比較すれば小さい数であるといえる.

A.1.2節による方法で, このようなQ(a)のうち, ある factor base に対し smooth

な数となるものを集め, 組み合わせで平方数となるもの, すなわちQ(a1), . . . , Q(at)

であって smoothかつQ(a1) · · ·Q(at) = Y 2 : 平方数 となるものを見つければ, X =

(a1 +m)(a2 +m) · · · (at +m)と置いて

X2 ≡ Y 2 mod n

が成り立つことになる. あとは gcdによりnとX±Y の共通因子を見つければよい.

2次篩法の手順を以下にまとめる.

Step 1. パラメータ t, B (ともに正整数, t > B)を定め, factor base {p1, p2, . . . , pB}
を決める.

Step 2. −t ≤ a ≤ t に対し ra = Q(a)を計算する.

Step 3. r−t, . . . , r0, r1, . . . , rtのうち, factor base により完全に素因数分解できる

もの, すなわち

ri =
B∏
j=1

p
e(i,j)
j

と表されるものをB + 1個以上探す. これらを改めて r0, . . . rB とおく. また, 各 ri

に対応する aの値を a0, . . . , aB とおく.

Step 4. 各 riに対し, これらのべき指数 e(i, j)を用いて 次のような Z/2Z上のB

次元ベクトルを作る.

vi = ( e(i, 1) mod 2, e(i, 2) mod 2, · · · , e(i, B) mod 2 ) .
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Step 4. B次元ベクトル v0, v1, . . . , vB に対し, 一次従属関係式を作る.

c0v0 + c1v1 + · · ·+ cBvB ≡ 0 mod 2. (ci = 0 or 1)

Step 5. このとき次は平方数となる.

rc00 r
c1
1 · · · rcBB = Y 2.

一方, X = (a0 +m)c0(a1 +m)c1 · · · (aB +m)cB とおく.

Step 6. gcd(X ± Y, n) で nの非自明な因子であるものがあればそれを出力して終

了. なければ failを出力して終了.

A.1.4 原理

対象の合成数を nとする. 2次篩法において, 素因数分解の基本原理となっている

のは次のことである.

(0) factor base や検索などの upper boundを定める.

(1) 定めた factor baseに対して”smooth”な xi, yi (xi �= yi) であって,

xi ≡ yi mod n

を満たすものを factor base の数より多く集める.

(2) 各 xiの factor baseによる素因数分解におけるべき指数について, 2を法とした

1次従属関係を見つける. yiについても同様に行う.

(3) (2)の従属関係から

x2 ≡ y2 mod n, x �= y

を構成し, gcd(x± y, n)により nの因子を見つける.

2次篩法では上記ステップ (2)において, 多項式Q(X) = (X +m)2 − nを用いて

比較的小さい aに対し, xi = (a +m)2, yi = Q(a)とした.

数体篩法ではさらに代数的数体の性質を用いて (1)のステップをより効率よく行

う方法を提供する.
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A.2 数体篩法

A.2.1 数学的準備

ここでは数体篩法を説明するために必要な代数的整数論などの準備を行う.

代数的整数環

有限次代数体K/Qを考える1. Kにおける Zの整閉方をOKとおく:

OK = {a ∈ K | g(a) = 0 for some g(x) ∈ Z[x], monic}.

OKをKの代数的整数環という. これは有理数体Qにおける有理整数環Zの一般化

であり, OQ = Z が成り立つ. 代数的整数環においては零因子は存在しない. すなわ

ち ab = 0ならば a = 0または b = 0が成り立つ (一般にこのような性質を持つ (可

換)環を整域という).

素元分解

定義から 1 ∈ OK である. e ∈ OK に対し, ee′ = 1となる e′ ∈ OKが存在するとき
e(よって e′も)は単元であるという. a, b, c ∈ OKが a = bcを満たすとき, b, cは aの

約元といい, b|a, c|aとかく. p ∈ OK が素元であるとは, pは単元でなく, a, b ∈ OK
に対し, p|abならば p|a, または p|bが成り立つことをいう. 素元は Zにおける素数

の一般化である.

一般に整域Rにおいて, 0でない任意の元a ∈ Rが有限個の素元の積 a = p1p2 · · ·pr
1体 K の部分集合 F が 2つ以上の元を持ち, K の演算に関して体をなすとき, F を K の部分体

, K は F の拡大体といい, K/F と書く. F ⊆ K ′ ⊆ K なる K の部分体 K ′ を, K/F の中間体とい
う. 真の部分体を持たない体を素体という. 素体 K は 有理数体 Q, またはある素数 p による有理整
数環 Z の剰余環 Z/pZ と同型であることが知られている. 体 K に含まれる最小の部分体K0 は素
体であり, K0

∼= Q のときK の標数は 0, K0
∼= Z/pZ のときK の標数は p であるという (標数が

p > 0 のとき, p は n ◦ 1 = 1 + · · ·+ 1 = 0 となる最小の正整数である).
体の拡大 K/F において, K の F 上のベクトル空間としての次元を拡大次数といい, [K : F ] であ

らわす. 有限次元のとき, 有限次拡大という. a ∈ K に対し, F 上の 0でない多項式 f(x) ∈ F [x] が
存在して f(a) = 0 となるとき, a は F 上代数的であるといい, K のすべての元が F 上代数的であ
るとき, K/F を代数拡大という. 有限次拡大はすべて代数拡大となることが知られている.

Q係数の 1変数多項式は複素数体 C上で 1次の多項式の積に分解する. そこで特に断わらない限
り, Q上の代数拡大は全て Cの部分体として考えることとする.

K/F を体の拡大とする. a1, a2, . . . ∈ K に対し, a1, a2, . . . と F を含む K の最小の部分体
を F (a1, a2, . . .) と書き, F に a1, a2, . . . を付加して得られる体という. 特に定数でない多項式
f(x) ∈ F [x]の全ての根を F に付加して得られる体を f の F 上の最小分解体という.
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であらわされるとき, Rを素元分解整域という. このとき a = p1p2 · · ·pr = q1q2 · · · qs
であれば, r = sであり, 適当に番号を付け替えて qi = eipi, ei ∈ R : 単元 が成り

立つ.

有理整数環 Zは素元分解整域で, 素元分解は整数の素因数分解に他ならない. し

かし, Zの一般化である代数的整数環OK は, 一般には素元分解整域とは限らない.
しかしながら, 次に述べるイデアルの概念を導入すると類似の分解が成立する.

イデアルと素イデアル分解

整域Rにおいて, Rの部分集合 IがRのイデアル (ideal)であるとは, IはRの部

分加群 (Rの加法群に関して部分群)でありかつ任意の a ∈ Rに対して aI ⊆ Iが成

り立つことをいう. 零元のみからなる集合 {0}やR全体はイデアルである. これを

自明なイデアルという. a ∈ Rに対し, aR = {ab|b ∈ R}はRのイデアルとなる. こ

のような形のイデアルを単項イデアルといい, (a) = aRなどとかく.

Rのイデアル pが素イデアルであるとは, a, b ∈ R, ab ∈ pならば a ∈ pまたは

b ∈ p が成り立つことをいう. さらに p( �= R)が極大イデアルであるとは, pを含むイ

デアルは自身またはRしかない, すなわち p ⊆ p′ ⊆ R ならば p′ = p, または p′ = R

が成り立つことをいう.

Rのイデアル aに対して, Rの aを法とする剰余類 a+ a (a ∈ R)の全体は演算

(a+ a) + (b+ a) = (a+ b) + a, (a+ a)(b+ a) = (ab) + a

に関して可換環R/aを作る. これをイデアル aに関する剰余環という. 例えば整数

n ∈ Zに対し, (n) = nZはZの (単項)イデアルであり, これに関する剰余環をZ/nZ

などとかく.

剰余環R/aが整域となるための必要十分条件は aが素イデアルであること, また

R/aが体となるための必要十分条件は aが極大イデアルであることなどが知られて

いる.

イデアル aと bの積 abが定義され, abもまたRのイデアルとなる:

ab = {ab|a ∈ a, b ∈ b}.

代数的整数環OK においては, 任意のイデアル aは素イデアルの積としてあらわ
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される:

a = p1p2 · · · pr.

また, aが 2通りにあらわされたとする: a = p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs. このとき
r = sであり, 適当に順序を並べ替えると pi = qi が成り立つ.

代数的整数環OK において, 素イデアルは常に極大イデアルとなる2.

さらに, 一般に体 k(を環とみなしたとき)は自明なイデアルしか持たない3.

ノルム

拡大体の元 a ∈ K に対し, 多項式 h(x) ∈ Q[x] であって, Q上既約かつmonic,

h(a) = 0 を満たすものが唯一存在する. これを aの (Q上の) 最小多項式という.

a の最小多項式が h(x) = xd + ad−1x
d−1 + · · ·+ a1x+ a0 (ai ∈ Q)のとき,

N(a) := (−1)da0

を aの (Q上の)ノルムという4. 元のノルムは乗法的である. すなわち任意の元

a, b ∈ Kに対し, N(ab) = N(a)N(b) が成り立つ.

a ∈ Kの最小多項式が h(x) =
∏
(x−ai), a1 = a のとき, s, t ∈ Z に対し, s+ taの

最小多項式は
∏
(x− (s+ tai))である. よって s+ taのノルムは (−1)d∏(s+ tai) =

(−1)d(−t)d∏(−s/t− ai) = tdh(−s/t) となる:

N(s + ta) = tdh(−s/t). (A.3)

K の代数的整数環 OK のイデアル aに対し, 剰余環OK/aは有限環となり, その
元の個数

N(a) = #OK/a

をイデアル aのノルムという. イデアルのノルムも乗法的である. すなわち任意の

イデアル a, bに対し, N(ab) = N(a)N(b) が成り立つ.

2代数的整数環は Dedekind整域である.
3a を体 k のイデアルとする. a �= {0} とすると a(�= 0) ∈ a が存在し, 任意の b ∈ k に対し,

b = b · (a/a) = (b/a) · a ∈ a. 故に a = k.
4元のノルムは Q上共役な元の積としても定義される. また拡大K/Qの (ある基底に関する)正

則表現 Aにおける A(a)の行列式 detA(a)で定義することもある. これらは全て一致する.
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aが元 aで生成される単項イデアル (a = (a))であるとき, 元のノルムとイデアル

のノルムは次の関係を持つ.

N(a) = |N(a)|.

環準同型

一般に環R1, R2に対し,写像φ : R1 → R2 が環準同型であるとは,任意のa, b ∈ R1

に対して,

(1) φ(a+ b) = φ(a) + φ(b),

(2) φ(ab) = φ(a)φ(b)

が成り立つことをいう. φ が全単射であるとき, φ は同型写像であるといい, (集合

としての)逆写像 φ−1 も環の同型写像となる. 同型写像が存在するとき R1, R2 は

同型であるという.

準同型 φ : R1 → R2 に対し,

Ker(φ) = {a ∈ R1 | φ(a) = 0}

とおくと, Ker(φ) は R1 のイデアルとなる. これを φ の核 (kernel) と呼ぶ. φが単

射であるための必要十分条件はKer(φ) = {0}である.

定理 A.2.1. (準同型定理) φ : R1 → R2 は全射であるとする. このとき φは次の環

同型を導く.

R1/Ker(φ)
∼−→ R2.

体 k1, k2と環準同型 φ : k1 → k2 において, 準同型定理より k1/Ker(φ) ∼= Im(φ) ⊆
k2 (Imは写像の像) であるが, 体は自明なイデアルしか持たないので Ker(φ) =

{0} or k1 が成り立つ. したがって φは 0写像 (全てを 0にうつす)(Ker(φ) = k1)

か, 単射 (Ker(φ) = {0}) となる.

有限次代数体

K, K ′ を Q の有限次拡大体とする. K から K ′ への (環としての)準同型写像 φ

で, Q の元を動かさない (任意の x ∈ Q に対し, φ(x) = x) ものを K から K ′ への
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Q上の準同型写像という. 体の準同型は単射なので, (K ′の)中への同型写像ともい

う. φが同型ならば (すなわち全射ならば) Q上の同型写像という.

次の条件が成り立つとき, K と K ′ はQ上, 互いに共役である (または, K ′はK

の共役体)という.

(1) ある体 L が存在して K, K ′ を部分体として含む.

(2) K と K ′ は Q上同型である.

先に述べたように, Qの有限次拡大Kは複素数体C の部分体と考える. このとき,

Kの (C内の)Q上の共役体は [K : Q] = nとするときn個 : K(1) = K,K(2), · · · , K(n)

存在する. これらのうち, 実体 (すなわち実数体Rの部分体)であるものが r1個とす

ると, n− r1は偶数となり, これを 2r2とおく.

Kの代数的整数環OKの元で, 可逆なもののなす乗法群をKの単数群といい, O×
K

とかく. 単数群の構造に対して次の定理は重要である ([60] 9.2節など).

定理 A.2.2. (Dirichletの単数定理) Kの単数群O×
Kは r1 + r2個の生成元

ρ, µ1, . . . , µr1+r2−1

を持ち, ρは乗法的位数が有限, 他は位数無限で一次独立となる.

Kを Q の有限次拡大体とする. Kの代数的整数環OK は Z加群として自由であ

り, 階数は拡大次数と一致する. すなわち, ある基底 ω1, . . . , ωn (n = [K : Q]) が存

在して

OK = Zω1 + · · ·+ Zωn (直和)

となる.

ωiのQ上の共役元を ω
(j)
i とする (すなわち同型K → K(j)による ωiの像).

∆(ω1, · · · , ωn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω
(1)
1 ω

(1)
2 · · · ω

(1)
n

ω
(2)
1 ω

(2)
2 · · · ω

(2)
n

· · ·
ω

(n)
1 ω

(n)
2 · · · ω

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおく. ただし, |A|は行列Aの行列式を表す. このとき,

∆K = ∆(ω1, · · · , ωn)2
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は基底のとり方によらず, Kにより一意に定まる. また∆K( �= 0) ∈ Zとなる. これ

をKの判別式という.

以下, やや一般に F を標数 0の体かまたは有限体であるとする.

体の拡大 K/F において, K の F 上の共役体がすべて K と一致するとき, K を F

の正規拡大体という. 代数拡大 K/F が正規拡大であるとき, K/F はGalois拡大で

あるという5. 有限次か無限次であるかによって, 有限次Galois拡大, 無限次Galois

拡大であるという.

K/F がGalois拡大のとき,

Gal(K/F ) = {σ | σ : Kの F 上の自己同型 }

とおくと, Gal(K/F ) は写像の合成に関して群をなす (単位元は恒等写像). これを

K/F のGalois群という6. Galois群がAbel群 (=可換群), 巡回群のとき, K/F を

それぞれAbel拡大, 巡回拡大という.

F が q個の元からなる有限体で, K/F を f 次拡大とすると, Kは qf 個のからなる

5一般には, 分離的かつ正規拡大であるときGalois拡大であるという. しかし, F の標数が 0また
は有限体であるとき, 任意の代数拡大は分離的であるので, ここでは正規拡大だけの条件でよい.

6Galois拡大について, 次が成り立つことが知られている.
(1) K/F が有限次 Galois拡大のとき, [K : F ] = #Gal(K/F ).
(2) K ′ を Galois拡大 K/F の中間体とするとK/K ′もGalois拡大である. (K ′/F は必ずしもGalois
拡大とはならない.)
(3) K/F が Galois拡大のとき, Φ(K,Gal(K/F )) = {a ∈ K | σ(a) = a for any σ ∈ Gal(K/F )} と
おくと, Φ(K,Gal(K/F )) = F .

K/F を有限次 Galois拡大とする. Gal(K/F ) の部分群 H , K/F の中間体 K ′ に対して, Φ(H),
Γ(K ′) を次で定義する.

Φ(H) = {a ∈ K | σ(a) = a for any σ ∈ H},
Γ(K ′) = {σ ∈ Gal(K/F ) | σ(a) = a for any a ∈ K ′}.

Theorem (Galoisの基本定理) Φ(H) はK/F の中間体, Γ(K ′) は Gal(K/F ) の部分群であり,

Γ(Φ(H)) = H, Φ(Γ(K ′)) = K ′

が成り立つ. よって, K/F の中間体と, Gal(K/F ) の部分群の間に互いに逆となる, 1対 1の対応

K ′ → Γ(K ′), H → Φ(H)

が存在する. さらにこの対応により, K ′
i ↔ Hi (i = 1, 2) であるとき, K ′

1 ⊆ K ′
2 ⇔ H1 ⊇ H2.

K/F が無限次Galois拡大のとき, Galois群に適当な位相 (Krull位相)を入れ, 位相群とみたとき,
K/F の中間体と, Galois群の閉部分群とが 1対 1対応することが知られているが, ここではこれ以
上立ち入らない.
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有限体であり, K/F は巡回拡大となる. そのGalois群は σ : K → K, a 	→ aq で生

成される位数 f の巡回群である.

再びKをQの n次拡大とする.

p ∈ Zを素数とし, OK におけるイデアル (p) = pOK がOK において

(p) = pe11 pe22 · · · pegg

と素イデアル分解されたとする. このとき次の関係式が成り立つ.

n = e1f1 + · · ·+ egfg, N(pi) = pfi .

ある eiが 1より真に大きいとき (ei > 1), 素数 pは拡大K/Qにおいて分岐すると

いう. eiを分岐指数, fiを相対次数と呼ぶ. 相対次数は拡大次数 [(OK/pi) : (Z/pZ)]
に他ならない.

素数 pがK/Qで分岐するための必要十分条件は pが判別式∆K を割ることであ

る (Dedekindの判別定理). 特に分岐する素数は有限個である.

K/QがGalois拡大のときは,

(p) = (p1p2 · · ·pg)e , N(pi) = pf , n = efg

が成り立つ (すなわち各分岐指数は一致し, また各相対次数も一致する).

GをK/QのGalois群とする. 素数 pとそのOK での分解に現れる素イデアル pi

について, 剰余体の拡大 (OK/pi)/(Z/pZ) は有限体の拡大だから巡回拡大で, a 	→ ap

(a ∈ OK/pi)で生成される. pがK/Qにおいて分岐しないとき, Galois群 Gの元

σ ∈ Gであって, 任意の α ∈ OKに対し,

σ(α) ≡ αp mod pi

が一意に存在することがわかる7([26], [60]). これを piのFrobenius自己同型とよび

σ = (pi, K/Q)

などとかく.

7pが分岐する場合にはGの, (piに依存して決まる) ある部分群 (惰性群)の分だけ曖昧さが残る.
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f(x) ∈ Q[x]を定数でない 1変数 d次monic既約多項式とし, Kを f の最小分解体

とする. このとき, K/QはGalois拡大で, そのGalois群Gは f のGalois群と呼ばれ

る. Gは f(x) = 0の d個の根の集合上に作用し (d個の文字の置換を与える), 従っ

て d次対称群 Sdの部分群とみなすことができる.

素数

ここでは素数についての重要な結果をいくつか紹介する.

正の実数 xを超えない素数の個数を π(x)とおく. このとき次が成り立つ.

定理 A.2.3. (素数定理 J.Hadamard, C.de la Vallée-Poussin, 1896)

π(x) ∼ x

log x
.

正の実数 xを超えず, かつ, 相異なる k個の素数の積としてあらわされる正整数の

個数を πk(x)とおく. このとき, 素数定理の拡張として次が得られる.

定理 A.2.4. (E.Landau, 1911)

πk(x) ∼ 1

(k − 1)!

x(log log x)k−1

log x
.

M を素数全体の集合の部分集合とする. このとき極限

lim
s→1+

∑
p∈M

1

ps

log
1

s− 1

が存在するならば, これをM の (Dirichlet)密度という8. これについて, 次の重要な

定理が知られている.

8 lim
n→∞

#{p ∈M | p ≤ n}
#{p : prime | p ≤ n} が存在するとき Dirichlet密度も存在して両者は一致する (逆は必ず

しも成り立たない).
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定理 A.2.5. (Čebotarevの密度定理) K/Qを n次Galois拡大とし, そのGalois群

をGとする. σ ∈ Gに対し, Gにおける σの共役類に属す元の個数を cとおく. M

を, 素数 pであって, Kにおいて分岐せず, さらに pの上にある素イデアル pが存在

して

σ = (p, K/Q)

となるもののなす集合とする. このときM の密度は存在して c/n に等しい9.

整環

K/Qを有限次拡大とする. OがKの整環 (order) であるとは, OはKの部分環

で, 加群としてZ上有限生成, かつO⊗Q = K が成り立つことをいう. この条件か

ら整環は代数的整数環OKの部分環であって,加法群として指数有限: [OK : O] <∞
であることが導かれる. すべての整環を含む最大の整環という意味で, OKは最大整
環 (maximal order) ともいう.

x( �= 0) ∈ Oに対し,

#O/xO = |N(x)|(= N((x)) = #OK/xOK)

が成り立つ10. a ⊂ O を 0でない任意のイデアルとする. x( �= 0) ∈ aに対し, (x) ⊆ a

であり, 自然な写像A/(x) → A/a は全射となるので, #A/aは有限である. これを

整環Oのイデアル aのノルムといい, N (a)とかく. 単項イデアル a = (x)に対して

は定義から明らかにN ((x)) = |N(x)|が成り立つ.
p ⊂ O を 0でない素イデアルとする. O/pは有限整域であるから有限体となる.

すなわち, pは極大イデアルで, 有理素数 pを唯一つ含む. このとき剰余体O/pは素
体 Fpを含み, その拡大次数 [O/p : Fp] を pの次数という.

x( �= 0) ∈ Oに対し, (x) = xOはOで指数有限であることから, イデアルの有限列

O = a0 ⊃ a1 ⊃ · · · ⊃ at−1 ⊃ at = xO
9この定理はより一般的な状況下で証明されている.

10正則表現におけるQ基底としてOK の Z基底 {ωi} を取ったものと, Oの Z基底 {ω′
i} を取った

ものとを比較する.
x(�= 0) ∈ K に対し, |N(x)| = | det((xωi)(j))/ det(ω

(j)
i )| (z(j) は z の Q 上の共役元) であ

るが, ある整係数行列 B に対し (ω′
i) = B(ωi) のとき, #O/xO = det((xω′

i)
(j))/ det(ω′

i
(j))| =

| detB det((xωi)(j))/ detB det(ω(j)
i )| = |N(x)| となる.
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であって, ai−1 と ai (1 ≤ i ≤ t) の間には (非自明な包含関係のある)イデアルが存

在しないようなものが存在する.

0でない任意の素イデアル p ⊂ O に対し, lp(x)を, i ∈ {1, 2, . . . , t}のうち, ai−1/ai

がO-加群としてO/pと同型であるものの個数とおく:

lp(x) := # {i ∈ {1, 2, . . . , t} | ai−1/ai ∼= O/p} .

Oの pでの局所化をOp
11 とするとき, 明らかに lp(x) はOp加群Op/xOp の長さ12

と一致する:

lp(x) = lengthOp
Op/xOp. (A.4)

また Jordan-Hölderの定理から lp(x) はイデアル列の取り方によらずwell-defined

で, さらに次が成り立つ13. ただし, 左辺の積は素イデアル全体にわたる.

∏
p

plp(x) ⊆ xO. (A.5)

11積閉集合 O \ pによる商環. Op = {a/b | a, b ∈ O, b �∈ p}.
12部分加群列の長さの最大値. 組成列の長さ.
13定義より明らかに x �∈ pならば lp(x) = 0 (命題 A.2.1 (2)). よって

∏
p plp(x) =

∏
p�x plp(x).

x ∈ p とする. P = pOp とおき, 列

Op/xOp ⊃ (P + xOp)/xOp ⊃ (P2 + xOp)/xOp ⊃ · · · ⊃ (Pi + xOp)/xOp ⊃ · · ·
を考える. ある sに対して (Ps+xOp)/xOp = (Ps+1+xOp)/xOp であることと, Ps ⊆ Ps+1+xOp

であることは同値である.
このときPs+1 ⊆ Ps+2 + xP ⊂ Ps+2 + xOp, よって (Ps + xOp)/xOp = (Ps+2 + xOp)/xOp と

なり, 従ってPs ⊆ Ps+2 + xOp. これを繰り返せば

Ps ⊂
∞⋂

j=s+1

(Pj + xOp).

右辺はOpがNoether局所環であることから xOpと一致することがわかる ([62] 定理 5.0.6). すな
わちPs ⊂ xOp. 故に (Ps + xOp)/xOp = xOp/xOp = {0}. sを (Ps + xOp)/xOp = {0} となる最
小の整数とすれば, lpの定義より, m = lp(x) ≥ sでなければならない. このとき, Pm ⊆ Ps ⊆ xOp.
Pm ∩ O = pm ([64] 定理 6.20)であるから, xを含む素イデアル p全体について共通部分をとれば,∏

p�x

plp(x) ⊂
⋂
p�x

(xOp ∩O)

であることがわかる (p, p′が異なる素イデアルのとき, pi ∩ p′j = pip′j に注意).
素イデアル pについて, p �⊃ xOならば, ある y ∈ xO \ p が存在し, y は Opにおいて単元, よって

xOp = Op. 故に,
⋂

p�x (xOp ∩O) =
⋂

p (xOp ∩ O) (右辺の共通部分は全ての素イデアルにわたる).⋂
p (xOp ∩ O)にxOが含まれることは自明. 逆を示す. y ∈ ⋂p (xOp ∩ O)とし, Oの全商環 (= K)

において z = y/xを考える. 任意の素イデアル pに対し, y ∈ xOp ∩ O であるからある zp ∈ Op が
存在して, y = xzpとかける. このとき z = zpであり, 従って z ∈ ⋂pOp = O (Oが Noether整域で
あることより等号が成り立つ ([62]定理 3.6.1)). 故に y ∈ xOとなり,

⋂
p�x (xOp ∩ O) = xO がわか

る. 以上により,
∏

p plp(x) ⊆ xO が示された.
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O-加群として ai−1/ai ∼= O/pであるとき, ai−1/aiの零化域 (Ann(ai−1/ai) := {a ∈
O | a(ai−1/ai) = {0}}) は pと一致する.

x, y ∈ O, x, y �= 0 に対し, lp(x) = t, lp(y) = u, 対応するイデアルの列を, O =

a0 ⊃ a1 ⊃ · · · ⊃ at−1 ⊃ at = xO, O = b0 ⊃ b1 ⊃ · · · ⊃ bu−1 ⊃ bu = yO とおくとき,
O = a0 ⊃ a1 ⊃ · · · ⊃ at−1 ⊃ at = xO = xb0 ⊃ xb1 ⊃ · · · ⊃ xbu−1 ⊃ xbu = xyO は
xyに対する列となる. よって,

lp(xy) = lp(x) + lp(y)

が成り立つ. さらに, 整環の定義からKはOの商体で, 任意の z( �= 0) ∈ Kに対し,

x, y ∈ Oが存在し, z = x/yとかくことができる. そこで, lp(z) := lp(x)− lp(y) とす

ることにより, lpは写像

lp : K
× → Z

を定める. well-definedであることは, z = x/y = x′/y′であるとき, lp(x) + lp(y
′) =

lp(xy
′) = lp(yx

′) = lp(y) + lp(x
′) であることからわかる. 写像 lpは次のような性質

を持つ.

命題 A.2.1. 整環Oの素イデアル pに対し, 写像 lp : K
× → Z は次の性質を持つ.

(i) lpは準同型である.

(ii) 任意の x( �= 0) ∈ Oに対し, lp(x) ≥ 0. さらに, lp(x) > 0 ⇔ x ∈ p.

(iii) 各 x ∈ K× に対し, 有限個を除きすべての素イデアル p に対し, lp(x) = 0が成

り立つ. さらに,

|N(x)| =
∏

p

(N (p))lp(x) .

ただし, 積はOの 0でない素イデアル全体にわたる.

上記性質 (i)∼(iii)を満たすK×から Zへの写像は lpに限る.

Proof. (i)および (ii)の前半は写像の定義から自明である.

(ii)の後半について. x ∈ pならば, イデアルの列として少なくともO ⊃ p ⊃ xO
が存在し, lp(x) ≥ 1となる. x �∈ pとすると, pは極大イデアルだから, O = xO + p

が成り立つ. 従って, ある y ∈ O, z ∈ p が存在して 1 = xy + zとかける. このとき,

z乗法はO/xO上の, 従って任意の iに対して ai−1/ai上の恒等写像を導く. ai−1/ai
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がO/p と同型 (⇔ lp(x) > 0)ならば, 零化域は pであるから zが恒等写像を導くこ

とはありえない. 従って lp(x) = 0でなければならない.

(iii)は x ∈ Oの場合について証明すれば十分である. xに対するイデアル列に

より,

|N(x)| = #O/xO =

t∏
i=1

(#ai−1/ai)

が成り立つ. あとは, 各 iに対し, ai−1/ai ∼= O/p となる素イデアル pが一意に定ま

ることを示せばよい. y ∈ ai−1 \ ai とすると, ai−1と ai の間にイデアルが存在しな

いことから, yO+ ai = ai−1 が成り立つ. 従って, 写像A→ ai−1/ai, x 	→ yx+ ai は

全射準同型である. ai−1/ai は可換な単純環 (非自明なイデアルを持たない) である

から体であり, 従って上記全射準同型の核を pとおけば pは極大イデアル (よって素

イデアル)である. また, pは ai−1/ai の零化域なので一意的に定まる.

最後に lpの一意性について示す. 元 px ∈ Oに対し, (A.5)により,
∏

q

qlq(px) ⊆ pxO (A.6)

が成り立つ. m = lp(px), b =
∏

q	=p qlq(px) とおく. pm + b = O14 従って中国人剰余

定理を適用して, {
y ≡ x mod pm,

y ≡ 1 mod b,

{
z ≡ 1 mod pm,

z ≡ x mod b

は根 y, z ∈ Oを持つことがわかる15. このとき, yz ≡ x mod pmb, 従って包含関係

(A.6)から

yz ≡ x mod px

すなわち, あるw ∈ Oが存在して yz = x+pxw = x(1+pw),従って lp(x(1+pw)) =

lp(yz) が成り立つことがわかる. z, 1+ pw �∈ pであるから (i), (ii)より, lp(x) = lp(y)

が成り立つことがわかる.

定義より bには p と異なる pの上にある素イデアルは全て現れており, 従って

y ≡ 1 mod bは yを含む pの上にある素イデアルは pのみであることを意味する.

よって (iii)の式によりN (p)lp(y) はN(y)を割る pべきと一致することがわかる.

14p は極大イデアルだから, p + b = O. よって s ∈ p, t ∈ b が存在して s + t = 1. このとき
1 = (s+ t)2m =

∑m
i=0 ais

it2m−i +
∑2m

i=m+1 ais
it2m−i であり, 第一項は bに, 第二項は pmに含まれ

るので, pm + b , 1がわかる.
15Oのイデアル aと x, y ∈ O に対し, x ≡ y mod a ⇔ x− y ∈ aと定める.

141



l′p : K
× → Zを (i), (ii), (iii)を満たす任意の写像とすれば,同様にして l′p(x) = l′p(y),

および, N (p)l
′
p(y)はN(y)を割るpべきと一致する. 故に lp(x) = lp(y) = l′p(y) = l′p(x)

を得る.

O = OK のときは, lpは一意性により, OKの素イデアル pに対する正規指数付値

と一致することがわかる. すなわち, lp(x)は単項イデアル xOK の素イデアル分解
における pのべき指数に一致する.

A, B, A ⊂ B をKの整環とする. q ⊂ Bを素イデアルとするとき, p = q ∪ Aは
Aの素イデアルである. このとき, qは pの上にあるといい, q|pとかく.

qが pの上にあるとき, 明らかにB/qはA/pの拡大体で, その拡大次数を f(q/p)

とかく.

先に定義した写像 lpについて, ここでは混乱を避けるため, 整環を明記して lp,Aと

かく. この状況下では次が成り立つ.

命題 A.2.2. pをAの素イデアルとする. このとき任意の x ∈ K×に対し,

lp,A(x) =
∑
q|p

f(q/p)lq,B(x)

が成り立つ. ただし, 和は pの上にあるBの素イデアル全体にわたる.

Proof. 一般に,有限A加群Mに対し, lp,A(M)を,Mの組成列の因子16 のうち, A/p

と同型なものの個数とおく. 定義により, x( �= 0) ∈ Aに対し, lp,A(x) = lp,A(A/xA)

が成り立つ. またM の部分加群 Lに対し, 明らかに lp,A(L) = lp,A(M) − lp,A(M/L)

が成り立つ.

命題の主張は, Aの商体はKであること, および lp,Aの準同型性から, x ∈ A に対
して示せば十分であることがわかる.

x-乗法 (xを掛ける写像)はB/Aと xB/xAの同型を与える. よって lp,A(B/A) =

lp,A(xB/xA) が成り立ち, したがって,

lp,A(x) = lp,A(A/xA)

= lp,A(B/xA)− lp,A((B/xA)/(A/xA))

= lp,A(B/xA)− lp,A(B/A)

= lp,A(B/xA)− lp,A(xB/xA)

= lp,A(B/xB)

16M ⊂M1 ⊂M2 · · · を組成列とするとき, Mi−1/Miを因子という.
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となる. よって求める関係式はM = B/xBとおくとき

lp,A(M) =
∑
q|p

f(q/p)lq,B(M)

と同値である. そこで任意の有限B加群に対し, この関係式を示せば十分. さらに,

組成列を考えることにより, M が単純B加群, すなわち, 部分加群が {0}とそれ自
身しかないような加群の場合に示せばよいことがわかる. この場合, M に対し, あ

る素イデアル q′ ⊂ B が存在し, M ∼= B/q′となり17,

lp,B(M) =

{
1 q = q′,
0 q �= q′.

p′ = q′ ∩ Aとおけば, f(∗/∗)の定義により, A加群として, M = B/q′は A/p′ の

f(q′/p′)個の直和となる. よって

lp,A(M) =

{
f(q′/p′) p = p′,
0 p �= p′

となり, 求める関係式を得る.

さらに次が成り立つ.

命題 A.2.3. 有限個を除き全ての素イデアル p ⊂ Aに対し,

∑
q|p

f(q/p) = 1

が成り立つ. さらに, 整数 ∏
p

N (p)−1+
∑

q|p f(q/p)

は指数 [B : A]を割る. ただし, 積はAの素イデアル p全体にわたる.

Proof. T をAの素イデアルの有限集合とし, U を T に含まれる素イデアルの上に

あるBの素イデアル全体の集合とする. a =
⋂

p∈T p, b =
⋂

q∈U q とおく. このとき,

a = b ∩A であり, よってA/aはB/bの部分環18 指数 [B : A]は [B/b : A/a]で割り

17Ann(M) = q′とおけばM ∼= B/q. M の有限性や単純性より q′が素イデアルであることがわか
る.

18準同型 A ↪→ B → B/b の核は a.
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切れる19. ここで中国人剰余定理により,

A/a ∼=
∏
p∈T

A/p

となるので,

#A/a =
∏
p∈T
N (p)

を得る. 同様にして (また f(∗/∗)の定義から),

#B/b =
∏
q∈U
N (q) =

∏
p∈T
N (p)

∑
q|p f(q/p).

以上により, [B : A]が

(#B/b) / (#A/a) =
∏
p∈T
N (p)−1+

∑
q|p f(q/p)

で割り切れることがわかる. [B : A]は T とは無関係であるから, この関係式より∑
q|p f(q/p) �= 1 であるような pが有限個であることがわかる. また 2番目の主張も

上記関係式より明らか.

これらの命題により, ただちに次がわかる.

系 A.2.1. Aの素イデアルに対し, その上にあるBの素イデアルは存在してかつ有

限個である. また, 有限個を除き全ての素イデアル p ⊂ Aに対し, pの上にある素イ

デアル qはただ一つで, f(q/p) = 1を満たす.

Kの整環Aに対し,

VA =
{
x ∈ K× | lp,A(x) ≡ 0 mod 2 for all primes p ⊂ A

}
とおく. A ⊂ Bならば, 命題 A.2.2により VB ⊂ VAとなる. さらに次が成り立つ.

命題 A.2.4. A ⊂ BをKの整環とするとき

[VA : VB] ≤ [B : A].

19A/a = A/(b ∩A) ∼= (A+ b)/b であり, よって, [B/b : A/a] = [B/b : (A+ b)/b] = [B : A+ b].
一方, [B : A] = [B : A+ b][A+ b : A]であるから主張を得る.
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Proof. 各素イデアル p ⊂ Aに対し, 集合 Spを次のように定める:

pの上にあるBの全ての素イデアル qに対し, f(q/p) が偶数であるならば, Sp =

{p ⊂ B | q|p} (すなわち pの上にある素イデアル全体).

pの上にある素イデアルのうち, すくなくとも一つの qに対し, f(q/p) が奇数であ

る場合, そのような素イデアルを q0 とするとき, Sp = {p ⊂ B | q|p} \ {q0} (すなわ
ち pの上にある素イデアルのうち q0以外全て) とおく.

このとき明らかに

#Sp ≤ −1 +
∑
q|p

f(q/p)

が成り立つ (f(q/p)が偶数ならば≥ 2であるからよい. 奇数のものが存在する場合

でも Spは p の上にある素イデアル全てからひとつ引かれているので上記不等号は

成り立つ).

命題 A.2.3より, 有限個を除き全ての pに対し, Spは空集合である.

S =
⋃
p

Sp

とおく (pはAの素イデアル全体にわたる). このとき命題 A.2.3により Sは有限集

合で, さらに

2#S ≤
∏

p

N (p)#Sp ≤
∏

p

N (p)−1+
∑

q|p f(q/p) ≤ [B : A]

が成り立つ. よって, VA/VB を, (Z/2Z)
#S に埋め込めることを示せば主張を得る.

そこで, 写像

VA/VB → (Z/2Z)#S , x 	→ (lq,B(x) mod 2)q∈S

を考える. xが核の元であるとすると,全てのq ∈ Sに対し lq,B(x) ≡ 0 mod 2. lp,A(x)

は全て偶数であり, 命題 A.2.2 とSpの定義により, lq,B(x)は全ての qに対し偶数, す

なわち x ∈ VBがわかる. よって上記写像は単射で, 埋め込むことができることが示
せた.

f(x) ∈ Z[x]を整係数 monic既約多項式とし, θ ∈ Cを f(x) = 0の一つの根 :

f(θ) = 0とする. 有限次代数体K = Q(θ)において, Z[θ]はK の整環である. しか

し, 一般には代数的整数環OK と一致するとは限らないが, 次が成り立つ.
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命題 A.2.5. f ′(θ)OK ⊆ Z[θ]. すなわち, 任意の a ∈ OKに対し, f ′(θ)a ∈ Z[θ]. ただ

し, f ′(x)は f(x)の 1階導関数である.

Proof. [55] Proposition 3-7-14.

平方剰余記号

pを奇素数とする. pと素な整数 a ∈ Z, gcd(a, p) = 1に対し, ある b ∈ Zが存在し

て a ≡ b2 mod pとなるとき, aを pを法とした平方剰余であるという.

a ∈ Z, gcd(a, p) = 1が pを法として平方剰余であるとき,(
a

p

)
= 1

とあらわし, そうでないとき (
a

p

)
= −1

とあらわす. これらを平方剰余記号 (または Legendre記号)という.

定義から明らかに a ≡ c mod pならば
(
a
p

)
=
(
c
p

)
であり, さらに乗法的:

(
ab
p

)
=(

a
p

)(
b
p

)
である. 従って, 平方剰余記号は有限体の乗法群 (Z/pZ)× から {±1}への

関数とみなすこともできる.

また平方剰余記号は次のEuler規準により計算できる.(
a

p

)
= a(p−1)/2 mod p.

異なる素数を法とした平方剰余記号については次の法則が成り立つ.

(i)

(
q

p

)(
p

q

)
= (−1) p−1

2
· p−1

2 .

(ii)

(−1
p

)
= (−1) p−1

2 .

(iii)

(
2

p

)
= (−1) p2−1

8 .

(i)を平方剰余記号の相互法則, (ii),(iii)を補充法則という. これらを用いて平方剰

余記号を高速に計算する方法もある ([10]など).
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A.2.2 数体篩法の方針

ここでは数体篩法における素因数分解の方針について, 概略を説明する.

合成数 nの素因数分解をすることを考える. f(x) ∈ Z[x]を 1変数monic既約 d次

整係数多項式とする. θ ∈ Cを f の一つの根:

f(θ) = 0 (A.7)

とし, Z上, θで生成される環

Z[θ] := {a0 + a1θ + · · ·+ ad−1θ
d−1 | ai ∈ Z}

を考える. さらに, m ∈ Zを

f(m) ≡ 0 mod n (A.8)

を満たすものとする. このとき, 環準同型

φ : Z[θ] −→ Z/nZ, g(θ) 	→ g(m) mod n (A.9)

が自然に定義できる. ここで, 互いに素な整数の組 (a, b)の集合 Sであって,

∏
(a,b)∈S

(a+ bm) は Zにおいて平方数, (A.10)

∏
(a,b)∈S

(a+ bθ) はZ[θ]において平方数 (A.11)

を満たすものを見つけることができたとする.
∏
(a+ bm) = x2, x ∈ Z,

∏
(a+ bθ) =

µ2, µ ∈ Z[θ] とおく. このとき上記準同型により, φ(a+ bθ) = a+ bm mod n である

から

φ(µ2) = x2 mod n (A.12)

が成り立つ. φ(µ) = y mod n (y ∈ Z)とすれば,

y2 ≡ x2 mod n (A.13)

が成り立ち, 従って gcd(x− y, n)を計算することで nの因数が見つかる可能性がで

てくる.

以上が数体篩法の基本方針である.
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篩系の素因数分解アルゴリズム (2次篩, 数体篩など) は次のようにまとめること

ができる.

環Rと環準同型

ψ : R→ Z/nZ× Z/nZ

であって, ψによる像が対角成分 {(x, x) | x ∈ (Z/nZ)×} ⊂ Z/nZ× Z/nZ に含まれ

るようなRの元をたくさん生成できるアルゴリズムが与えられたとする.

このような元を乗法的に組み合わせてRにおける平方数を構成する. その平方根

の ψによる像が {(x,±x) | x ∈ (Z/nZ)×} に含まれていないならば, これらの元か
ら nの素因数分解が可能となる.

2次篩法ではR = Z × Zをとり, (ai +m,Q(ai)) ∈ Rを組み合わせて平方数を構

成, これらから素因数分解を行った.

数体篩法ではR = Z× Z[θ]とおき, ψ(a, g(θ)) = (a mod n, φ(α)) を考えた.

より一般的にR =
∏
i Z[θi]を考えることもでき, 数体篩法の高速化手法などで用

いられている.

数体篩法において, 上記方針に沿って具体的に実行する場合, 次のような問題が生

じる.

NFS-1) 多項式 f(x)や法 nでの根mはどのように構成するか.

NFS-2) 条件 (A.10), (A.11)を満たす集合 Sをどのように探すか.

NFS-1)については次節で構成法の 1つを紹介する. 課題 NFS-2)の集合 Sは, 大

まかには 2つのステップに分けて構成される.

(i) 互いに素な整数の組 (a, b)の集合 T で, a+ bm, a+ bθがともに smoothであるも

のを探す (smoothの定義は後述).

(ii) 線型代数を用いて条件を満たす集合 S ⊆ T を求める.

さらに, (i)は, smoothな a + bmを探すこと (これを数体篩法における”rational

sieve”という) と, smoothな a + bθ を探すこと (これを”algebraic sieve”という), さ

らに同時に smoothとなるものを探すことに分けられる.
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composite number : n

1. A polynomial  f

f(x) ∈Z[x] : monic, irreducible

f(θ ) = 0 (θ ∈ C), 

m∈ Z s.t. f(m) ≡ 0 mod n

2. A set S

S : a set of pairs of relatively prime integers 

(a,b) s.t.

3. factor

factor of n : z

Π (a+bm) = x2 (in Z)
(a,b)∈S
Π (a+bm) = x2 (in Z)

(a,b)∈S

Π (a+bθ) = µ2 (in Z[θ ])
(a,b)∈S
Π (a+bθ) = µ2 (in Z[θ ])

(a,b)∈S

z = gcd( x - φ(µ), n )

図 A.1: 数体篩法の流れ
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多項式 f と整数mの構成法

ここでは最も素朴な”base m”法と呼ばれる構成法を紹介する.

素数べきでない正整数nが与えられたとき, 1変数整係数monic多項式 f(x)と, 整

数mであって, f(m)が nの倍数であるものを構成する.

整数 d > 1を n > 2d
2
を満たすようにとり, m = [n1/d] (Gauss記号)とおく. この

とき nのm進展開を

n = cdm
d + cd−1m

d−1 + · · ·+ c0, ci ∈ Z, 0 ≤ ci < m

とする. このとき d, mの取り方から,

cd = 1, cd−1 < d

であることが容易にわかる.

ここで多項式 f(x) ∈ Z[x]を

f(x) = xd + cd−1x
d−1 + · · ·+ c0 (A.14)

とおく. f(m) = nであることに注意 (求める条件より強い). ただし, この段階では

f(x)は既約とは限らない. しかし, もし f(x) = g(x)h(x)のように分解されたとす

ると, n = f(m) = g(m)h(m)であるが, g(m), h(m) �= ±1であるならばこれは nの

非自明な分解を与えることになる. また, g(m) = ±1, または h(m) = ±1 ならば他
方を改めて f(x)とし, 再度, 既約性の判定を行えばよい20.

”base m”法で構成された多項式 f の判別式∆ = ∆f は

|∆| < d2dn2−3/d (A.15)

を満たす. 実際, 多項式の判別式は符号の差を除き, 自身とその導関数との終結式に

より与えられる. 対応する Sylvester行列の成分を評価することでその行列式の絶対

値を評価することができる.

20整係数多項式の分解時間は (logn)O(1) であることが知られている ([31]).
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rational part

ここでは”rational”について説明する.

uを (nに依存する)大きな正整数とし,

U := {(a, b) | a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1, |a| ≤ u, 0 < b ≤ u}

とおく. 次にパラメータ y = y(n)(正の実数)を固定し,

T1 := {(a, b) ∈ U | a + bm : y-smooth}

とする. ここで, 整数 aが y-smoothであるとは, aの全ての素因子が y以下であるこ

とをいう.

T1は”篩”(sieve)によって求められる:

各 0 < b ≤ uに対し, a+ bm, −u ≤ a ≤ aが入った配列を考える. 各素数 p ≤ yに

対し, 各配列の要素 a + bmが a ≡ −bm mod pを満たす (a + bmが pで割れる) な

らば, 要素を配列からいったん取り出し, pで割れる限り割り続け, 最後に得られた

商を同じ配列に戻すという作業を行う. この作業が終了したとき, 最終的に配列に

残っている数は, aに対応する配列について, a + bmの, y以下の全ての素数と素な

最大の約数ということになる. もしある aに対応する配列の要素が最終的に±1 と
なっているならばこれは a+ bmが y-smoothであることを意味し, T1の元を見つけ

たことになる.

y以下の素数の集合を篩の factor baseという. y 以下の素数の個数を π(y)で

表す.

パラメータ yおよび uは,

#T1 > π(y) + 1 (A.16)

を満たすように取られていると仮定する. このとき, 線型代数 (上記 (ii))を用いて,

(A.10)を満たす集合 S ⊂ T1を見つけることが出来る:

B = π(y)とおき, pj (1 ≤ j ≤ B)を j番目の素数とする. また p0 = −1とおく.
y-smoothな整数

w =

B∏
j=0

p
ej
j
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に対し, ベクトル e(w) ∈ FB+1
2 を次で定義する:

e(w) = (e0 mod 2, e1 mod 2, . . . , eB mod 2) .

各 (a, b) ∈ T1に対し, 2元体 F2上のB + 1次元ベクトル e(a+ bm)を作れば, 仮定

(A.16)よりベクトルの個数がベクトル空間 FB+1
2 の次元B + 1を真に超える. よっ

てこれらのベクトルには (F2上)非自明な線型関係が存在する (1次従属). すなわち,

空でない部分集合 S ⊆ T1が存在して,

∑
(a,b)∈S

e(a+ bm) = 0 ∈ FB+1
2

となる. これは ∏
(a,b)∈S

(a+ bm) = x2 in Z

すなわち, 平方数であることを意味する. 以上により, まず (A.10)を満たす集合 S

を探すことができる.

algebraic part

次に algebraic部分について説明する. 記号は前節までと同様とする.

α ∈ Z[θ]が y-smoothであるとは, ノルムN(α) ∈ Zが y-smoothであることと定

義する.

a+ bθ ∈ Z[θ] (a, b( �= 0) ∈ Z)の形の元のノルムは

N(a + bθ) = bdf(−a/b)

により与えられる (A.2.1節参照).

集合 U を前節と同様とし, 前節の類似として次の集合を考える:

T2 := {(a, b) ∈ U | a+ bθ : y-smooth} .

素数 pに対し, f mod pの (Z/pZでの)根の集合を次のようにおく.

R(p) := {r ∈ Z/pZ | f(r) ≡ 0 mod p}.
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整数 0 < b ≤ u, b �≡ 0 mod p を固定するとき,

N(a+ bθ) ≡ 0 mod p ⇔ bdf(−a/b) ≡ 0 mod p

⇔ −a/b =: r ∈ R(p)
⇔ a ≡ −br mod p for some r ∈ R(p)

となる. b ≡ 0 mod pならば, (a, b) ∈ Uにおいて, a, bは互いに素だから, N(a+bθ) ≡
0 mod pとなるものは存在しないことに注意.

さらに, N(a+ bθ) ≡ 0 mod pのとき, 対応する r ∈ R(p)は一意であることに注意
する.

前節の篩と同様に, bを固定し, N(a + bθ), −u ≤ a ≤ u が入った配列を考える. b

を割らない各素数 p ≤ yと, 各 r ∈ R(p)に対し, a ≡ −br mod pが成り立つ (すなわ

ちN(a + bθ) ≡ 0 mod p) 配列の要素N(a + bθ)を取り出し, pで割れる限り割り続

け, 最後に得られた商を同じ配列に戻すという作業を行う. この作業が終了したと

き, ±1が入っている配列が y-smoothな a+ bθに対応している, 従って T2の元が得

られたということになる.

ここで T2に対し, ”rational”のときと同様に, 2元体上の線型代数を適用したいの

だが, その結果得られるのは単に, ノルムN(a+ bθ)の組み合わせで有理整数として

平方となるもの (集合 S)であり, 求めるもの (条件 (A.11)) とは異なっている. ノル

ムが平方となることは, 条件 (A.11)が成り立つためには必要条件であるが, 十分条

件にはほど遠い. さらに条件を加える必要がある.

a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1, および素数 pと r ∈ R(p)に対し,

ep,r(a+ bθ) =

{
ordp(N(a + bθ)) if a+ br ≡ 0 mod p,

0 otherwise,

とおく. ただし, ordpは有理整数上のorder関数 (ordp(a) = t
def⇔ a = pta′, gcd(a′, p) =

1)をあらわす.

前述のように, p|N(a+ bθ)ならば, r ∈ R(p)が条件 a+ br ≡ 0 mod pによりただ

一つ定まり, 従って

N(a + bθ) = ±
∏
p,r

pep,r(a+bθ) (A.17)
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が成り立つ (積は素数 p全体と r ∈ R(p)全体にわたる)21.

p ⊂ Z[θ] を p(有理素数)の上にある 1次の素イデアル (すなわち, N (p) = p) と

する. 定義より, 同型写像 ϕp : Z[θ]/p
∼−→ Fp が存在するが, この同型写像による θ

の像を rとおくと, r ∈ R(p)である (f(θ) = 0だから ϕp(f(θ)) = f(r) = 0 (in Fp)).

よって pの上にある 1次の素イデアル p に対し r ∈ R(p)が対応することがわかる.

逆に組 (p, r) (r ∈ R(p))に対して, 写像ϕ(p,r) : Z[θ]→ Fp, θ 	→ rは全射準同型で, そ

の核 ker(ϕ(p,r)) は pの上にある 1次の素イデアル pであり, 明らかに pと θ− r で生

成される: p = (p, θ − r).

以上により, Oの 1次の素イデアルと, 組 (p, r) (r ∈ R(p)) の間に 1対 1対応が存

在することがわかった.

{Oの 1次の素イデアル } 1:1←→ {(p, r) | p :有理素数, r ∈ R(p)}
p = ker(ϕ(p,r)) ↔ (p, r) where r = ϕp(θ)

次の命題は ep,rと lp(A.2.1節参照) との関係を与える.

命題 A.2.6. a, bを互いに素な有理整数とし, p ⊂ Z[θ]を素イデアルとする. このとき

pが 1次の素イデアルならば, (p, r)を対応する組とするとき lp(a+ bθ) = ep,r(a+ bθ)

が成り立つ. 1次でなければ lp(a + bθ) = 0 となる.

Proof. . lp(a+ bθ) > 0とする. pが 1次の素イデアルであることを示せば, その対

偶により主張の後半を示すことができる. 命題 A.2.1(ii)より a + bθ ∈ p であり, 自

然な写像 ψp : Z[θ]→ Z[θ]/p において a+ bθは 0に写される. pを pに含まれる有理

素数とする. bが pで割れるならば, 0 = ψp(a + bθ) = ψp(a), すなわち a ∈ pで, 有

理整数であることから pは aを割ることがわかる. これは a, bが互いに素であるこ

とに矛盾する. 従って bは pで割れず, ψp(b) = b mod p �= 0. よって,

ψp(θ) = −ψp(a)

ψp(b)
= −a mod p

b mod p
(A.18)

であり, かつ Z[θ]/p の素体 Fpに含まれる. これは Z[θ]/p = ψp(Z[θ]) = Fp, すな

わち, pが 1次の素イデアルであることを意味し, r = ψp(θ)のmod pでの代表元
21p|N(a+ bθ)のとき一意に定まる r ∈ R(p)を rp とかくならば,∏

p,r

pep,r(a+bθ) =
∏

p|N(a+bθ)

pep,rp (a+bθ) =
∏

p|N(a+bθ)

pordp(N(a+bθ)) = ±N(a+ bθ).
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(∈ Z) と置けば, p = (p, θ− r), すなわち, 組 (p, r)に対応することがわかる. 従って,

a + bθと有理素数 pを含む素イデアルは, 存在するならば一意的であることもわか

る. そこで, 命題 A.2.1(iii)の式と, 式 (A.17)を比較すれば, lp(a+ bθ) = ep,r(a+ bθ)

(r = −a/b mod p)が成り立つことがわかる.

系 A.2.2. a, bを互いに素な有理整数, pを有理素数とする. Z[θ]において, a+ bθと

pを含む素イデアルが存在するならば一意である.

以上の準備のもと, 次を示すことができる.

命題 A.2.7. Sを互いに素な整数の組 (a, b)の集合であって, 条件 (A.11)

∏
(a,b)∈S

(a+ bθ) は K = Q(θ) において平方数

が成り立つものとする. このとき, 各素数 pと各 r ∈ R(p)に対し,
∑

(a,b)∈S
ep,r(a+ bθ) ≡ 0 mod 2

が成り立つ.

Proof. .
∏

(a,b)∈S(a + bθ) = γ2, γ ∈ K とおく. 組 (p, r)に対応する素イデアルを

pと書けば, 命題 A.2.6より ep,r(a+ bθ) = lp(a+ bθ) であり, さらに命題 A.2.1(i)に

より lpは準同型であるから,

∑
(a,b)∈S ep,r(a + bθ) =

∑
(a,b)∈S lp(a+ bθ) = lp

(∏
(a,b)∈S(a+ bθ)

)
= lp (γ

2) = 2lp (γ) ≡ 0 mod 2.

一般には逆は成り立たない.

さて, B′ := #{p | pは 1次の素イデアル,N (p) ≤ y} とおく. もし, #T2 > B′な

らば, A.2.2節で述べた線型代数を用いた方法と同様の方法により, 空でない部分集

合 S ⊂ T2であって, 任意の素イデアル pに対し,

∑
(a,b)∈S

lp(a + bθ) ≡ 0 mod 2 (A.19)
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が成り立つようなものを見つけることができる. しかしこの条件 (A.19)は, 求めた

い条件式 (A.11)のためには必要であるが, 十分であるにはなお程遠く, 次のような

問題が残っている.

AS-1) OK のイデアルとして
∏

(a,b)∈S(a+ bθ)OK は平方イデアルか?

AS-2) イデアル a ⊂ OK に対し,
∏

(a,b)∈S(a+ bθ)OK = a2 であったとして, aは単項

イデアルか?

AS-3) 元 γ ∈ OK に対し,
∏

(a,b)∈S(a+ bθ)OK = γ2OK であったとして,
∏

(a,b)∈S(a+

bθ)はOK での平方数か?

AS-4) 元 γ ∈ OK に対し,
∏

(a,b)∈S(a+ bθ) = γ2 であったとして, Z[θ]の元として平

方数 (すなわち γ ∈ Z[θ])か?

特殊な事情が成り立てば上記のいくつかは考慮する必要はない22. しかしながら,

ここでは一般的状況下での考察を続ける.

AS-4)については,
∏

(a,b)∈S(a + bθ) = γ2, γ ∈ K ならば, γ ∈ OK であり, さらに
f ′(θ)γ ∈ Z[θ] が成り立つ (命題 A.2.5). 従って, 条件 (A.10), (A.11)を

f ′(m)2
∏

(a,b)∈S
(a + bm) は Zにおいて平方数, (A.20)

f ′(θ)2
∏

(a,b)∈S
(a+ bθ) は Z[θ]において平方数 (A.21)

に置き換えればよい. f , mが base m法で構成されているならば, 1 < f ′(m) < nで

あり, gcd(f ′(m), n) = 1 を仮定することができる (互いに素でないならば nの素因

数分解ができる!).

以上により, AS-4)は容易に乗り越えられることがわかった.

従って, あとは, AS-1) ∼ AS-3)を乗り越え, 条件 (A.19), (A.21) を満たすような

Sを見つければよいのだが, これには平方剰余記号を用いて”あたり”をつける方法

が有効である ([1]). 次節でそのアイデアを説明する. 本節残りでは, 次節で必要な定

理を紹介する. これはAS-1)∼AS-4)の数学的構造を述べた定理で, これらの障壁が
ある意味でそれほど大きなものではないことを主張している.

22OK = Z[θ]ならば, AS-1), AS-4)は考慮する必要はない. さらに, OK の類数が 1 (⇔ OK にお
いて, 素元分解が可能) ならば, AS-2)は考慮しなくてよい. 単数群の基底が明示的にわかっているの
ならば, AS-4)も無用である.
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V を次のように定義する.

V =
{
β ∈ K× | lp(β) ≡ 0 mod 2 for all primes p ⊂ Z[θ]

}
.

lpは準同型なので明らかにK×2 ⊂ V であり, V/K×2はF2上のベクトル空間であ

る. この次元について, 次のことがわかる.

定理 A.2.6. n, dを, d ≥ 2, n > d2d2 を満たす整数とする. また, f , mを base m法

(A.2.2節)で作成した多項式, 整数とする. K = Q(θ), V は上記のとおりとすると

き, 次が成り立つ.

dimF2 V/K
×2

<
logn

log 2
.

Proof. . 主張は言い換えると [V : K×2
] < nとなる. 以下これを示す.

W = {γ ∈ K | γOK = a2 for some fractional OK-ideal a}

とおく23. 代数的整数環OK においては

W = VOK
= {β | lp,OK

(β) ≡ 0 mod 2 for all primes p ⊂ OK}

が成り立つから, 命題 A.2.4により,

V ⊃W, [V : W ] ≤ [OK : Z[θ]]

が成り立つ24

O×
K を単数群とし, Y = O×

KK
×2 とおけば, 次のような包含関係となる25.

V ⊃W ⊃ Y ⊃ K×2
.

W/Y を考える. CK をKのイデアル類群26 とするとき, 次の写像を考える.

W −→ CK , γ where γOK = a2 	→ class of a.

23K の部分集合 aが, OK-加群であって, ある µ(�= 0) ∈ OK に対して µa ⊂ OK となるとき, aを
K の分数イデアル (fractional ideal)という. OK の通常のイデアルは分数イデアルである.

24命題 A.2.4において A = Z[θ], B = OK とすればよい.
25この包含関係は AS-1)∼AS-4)に対応している.
26CK = {分数イデアル }/{単項分数イデアル }. 有限群であり, その位数をK の類数という.
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γがこの写像の核に含まれる元とすると, 対応する分数イデアル aは単項イデアル

(γ′)である. このとき, O×
Kの元 ξが存在してγξ = γ′2でなければならない. すなわち

γ ∈ Y となる. 逆に Y が核に含まれることは自明であるから, 埋め込みW/Y ↪→ CK
を得る. 特にKの類数を h = #CK とすれば,

[W : Y ] ≤ h

が成り立つ.

次に, Y/K×2 ∼= O×
K/O×

K
2 であり, 右辺の F2上の次元は単数群の (free-partの)階

数 +1である (+1は 1のべき根の群からの影響). よって Dirichletの単数定理 (定

理 A.2.2)により, sをKの虚共役の個数の半分とするとき

[Y : K×2
] = 2d−s

となる (d = |K : Q|).
以上をあわせて次を得る.

[V : K×2
] ≤ [O : Z[θ]] · h · 2d−s.

∆K をK の判別式とする. このとき類数について次が成り立つことが知られて

いる.

h ≤MK · (d− 1 + logMK)
d−1

(d− 1)!
,

ただし, MK = (d!/dd)(4/π)s
√|∆K |はMinkowski定数 ([26])である. ∆を多項式 f

の判別式とすると次が成り立つ.

MK ≤
√
|∆K | ≤

√
|∆K | · [OK : Z[θ]] =

√
|∆| < ddn1−3/(2d).

ただし, 等号は [8], 最後の不等式は式 (A.15)による.

条件 n > d2d2 , および d ≥ 2により

d− 1 + d log d < (3/2d) logn, 2d · (2 logn)d−1 < n3/(2d)
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が成り立つことがわかる. 以上を全てまとめると

[V : K×2
]

≤ [OK : Z[θ]] · d!
dd

(
4

π

)s√
|∆K | ·

(
d− 1 + log

√|∆|)d−1

(d− 1)!
· 2d−s

=

√|∆|
dd−1

· 2d ·
(
d− 1 + log

√
|∆|
)d−1

·
(
2

π

)s

< n1−3/(2d) · d · 2d ·
(
d− 1 + d log d+

(
1− 3

2d

)
logn

)d−1

< n1−3/(2d) · 2d · (2 logn)d−1

< n,

となり主張が得られる.

平方剰余記号

まず次の補題を示す.

補題 A.2.1. k, rを非負整数とし, Eを F2上の k次元ベクトル空間とする. Eから

独立, 一様に k+ r個の元を選択したとき, これらの元がE全体を生成する確率は少

なくとも 1− 2−rである.

Proof. . いくつかのベクトルがEを生成しないための必要十分条件はこれらのベ

クトルがEのある超平面 (k − 1次元部分空間) に含まれることである. さらに, E

の任意の超平面Hに対し, k + r個のベクトルがHに含まれる確率は 2−k−rである.

Eに含まれる超平面は 2k − 1個 (逆に 1次元部分空間の個数を考えればよい) であ

るから, k + r個のベクトルが少なくとも一つの超平面に含まれる確率は高々

(2k − 1)2−k−r < 2−r

となる. よって主張を得る.

記号は前のとおりとする. Kの元が平方数であることを確かめるのに平方剰余記

号を利用する方法 ([1])を紹介する. まず, 平方数であれば, 平方剰余記号の値は 1 と

なることを確かめておく:
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命題 A.2.8. Sを互いに素な整数の組 (a, b)の集合であって,
∏

(a,b)∈S(a + bθ)がK

において平方であるようなものとする. さらに qを奇素数とし, s ∈ R(q)を

各 (a, b) ∈ Sに対し, a+ bs �≡ 0 mod q,

f ′(s) �≡ 0 mod q

を満たす数とする. このとき qに対する平方剰余記号
(

∗
q

)
について

∏
(a,b)∈S

(
a+ bs

q

)
= 1

が成り立つ.

Proof. . 環準同型 Z[θ] → Fq, θ 	→ s mod qを考える. この核を qと置くと, qは

(q, s)に対応する 1次の素イデアルであった. 写像 Z[θ] \ q → F×
q と, 平方剰余記号

F×
q → {±1}との合成を χqとおく: χq(a+ bθ) =

(
a+bs
q

)
.

仮定より
∏

(a,b)∈S(a+ bθ)はKにおいて平方であるから, (A.21)で見たように, あ

る δ ∈ Z[θ]が存在して

f ′(θ)2
∏

(a,b)∈S
(a+ bθ) = δ2

となる. また仮定より左辺は qに含まれないから, 両辺に χqを適用することで主張

を得る.

実はこの命題の逆も成り立つ : β ∈ Z[θ] \ {0}が 2β �∈ qを満たす全ての 1次の素

イデアル qに対し, χq(β) = 1を満たすならば, βはKにおいて平方数である.

”全て”という条件は”有限個を除いて全て”に緩めることもできる.

しかしながら実際の計算には無限個の素イデアルに対して平方剰余性を確かめる

わけにはいかない. 有限個のχqを”うまく” 選び, これらに対して平方剰余性を確か

めれば高い確率で平方であることが言えるようにしなければならない.

実際には, rational, algebraicの”線型代数部分”とまとめて以下のように行う：

rational, algebraicそれぞれの factor baseとその個数を

FBR := {p | p : prime, p ≤ y},
B = π(y) = #FBR,

FBA = {(p, r) | p : prime, p ≤ y, r ∈ R(p)},
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B′ = #FBA,

とおく. さらに

B′′ = [3(logn)/ log 2]

とおき, 組 (q, s), q : 素数, s ∈ R(q)であって, q > y, f ′(s) �≡ 0 mod qを満たすもの

をB′′個探す27 : (q1, s1), . . . , (qB′′ , sB′′). またこれらがなす集合をQとおく.

0でない整数 aに対し, s(a) = 0, if a > 0, = 1 if a < 0と定める.

集合 U の元 (a, b)であって, a + bmが y-smooth, かつ a + bθが y-smooth である

ようなものの集合を T = T1 ∩ T2とおく:

T = {(a, b) | gcd(a, b) = 1, |a| ≤ u, 0 < b ≤ b, (a+ bm)N (a + bθ) : y-smooth} .

T からベクトル空間 FB2 への写像 er, および FB
′

2 への写像 eaを

er : T −→ FB2 , (a, b) 	→ ( ordp(a+ bm) mod 2 )p∈FBR
,

ea : T −→ FB
′

2 , (a, b) 	→ ( ep,r(a+ bθ) mod 2)(p,r)∈FBA

と定義する. (q, s) ∈ Q, (a, b) ∈ T に対し, eq,s(a, b)を,
(
a+bs
q

)
= 1ならば 0, そうで

なければ 1と定め28, T から FB
′′

2 への写像 eQを以下のように定義する.

eQ : T −→ FB
′′

2 , (a, b) 	→ ( eq,s(a, b))(q,s)∈Q.

最後にこれらを用いてTからベクトル空間F1+B+B′+B′′
2 への写像 eを次で定義する.

e : T −→ F1+B+B′+B′′
2 ,

(a, b) 	→ ( s(a+ bm), er(a, b), ea(a, b), eQ(a, b) ) .
(A.22)

このとき, #T > 1+B +B′ +B′′であるならば {e(a, b)}(a,b)∈T は一次従属となる.
よって空でない部分集合 S ⊂ T が存在して

∑
(a,b)∈S e(a, b) = 0 (0ベクトル)となる.

この Sに対して

f ′(θ)2
∏

(a,b)∈S
(a+ bθ)

は高い確率で平方になることを以下に示す.

27単純に条件を満たす素数を小さい順に探していけばよい.
28
(

a+bs
q

)
= (−1)eq,s(a,b).
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V を上述のように定める. qを Z[θ]の 1次の素イデアルで f ′(θ) �∈ qなるものとす

る. このとき χqは準同型 V/K×2 → {±1} を導くが, これを再び χqと書く.

Čebotarevの密度定理 ([26] Chapter VIII, Section 4)により, qが Z[θ]の 1次の

素イデアルで f ′(θ) �∈ q なるもの全体を動くとき, χq はノルムで順序付けしたとき,

Hom(V/K×2
, {±1})上, 漸近的に均等に分布することがわかる.

このことはB′′個の χqが V/K×2 → {±1} 上のランダム準同型とみなせることを
意味し, よって定理 A.2.6, 補題 A.2.1により高い確率, 少なくとも確率 1− (1/n2)以

上でこれらの関数χqがHom(V/K×2
, {±1})を生成することを示唆するものとなる.

これらの関数が生成元であった場合, β ∈ V が平方であるための必要十分条件は

各 χq ∈ Qに対し, χq(β) = 1となることとなる. これがアルゴリズムの根拠である.
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平方計算

平方剰余記号の利用により, 平方数であるものの抽出は可能となったが, これはあ

る意味で平方数であることの間接的な証拠でしかなく, 実際に平方を行うにはさら

に計算が必要である29.

Z[θ]において平方である可能性が非常に高い元 γ = f ′(θ)2
∏

(a,b)∈S(a+ bθ) が与え

られたとする.

qを奇素数であって, f mod qが Fq[x]で既約であるものを見つけることができた

とする. このとき図式

Z[x]/(f(x))
∼−→ Z[θ]

mod q

� � mod q

Fq[x]/(f mod q)
∼−→ Z[θ]/qZ[θ]

は可換で, 仮定から Fq[x]/(f mod q)は qd個の元を持つ有限体である. よってイデ

アル

q = qZ[θ] =

{
d−1∑
i=0

αiθ
i

∣∣∣∣∣ αi ∈ Z, α ≡ 0 mod q

}

は Z[θ]の d次の素イデアルである. さらに f mod qの既約性から, f ′(θ) �∈ qもわか

る. また, 各 (a, b) ∈ Sに対し, gcd(a, b) = 1であるから a+ bθ �∈ qであり, よってこ

れらの積である γも qに含まれないことがわかる.

そこで, qを法としてγの (θの多項式としてみたときの)係数を考え,有限体Z/qに

おける平方根の計算方法 ([36](pp.169-198)など) により, δ0 mod q ∈ Z/qであって,

δ20γ ≡ 1 mod q

を計算する (δ0は符号の差を除き一意に定まる)30. δ0は γの (qを法とした)平方の

逆元であるが, これは以下に述べるNewton法 (または Hensel lift)において除算を

排除するためである.

29rational部分の平方計算 (f ′(m)
∏
(a+ bm)の平方)は, nを法とした計算でよい. また篩の過程

で各 a+ bmの因子はわかっているので, 容易に実行できる.
30もし平方が見つからない, すなわち γ mod qが Z/qにおいて平方でないならば, 平方剰余記号を
増やして平方数の根拠を探す部分を強化しなければならない.
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δ0から始めて, 関係式

δj ≡
δj−1(3− δ2j−1γ)

2
mod q2j

により,

δ2jγ ≡ 1 mod q2j

を満たす δ1, δ2, . . .を求める. γの Z[θ]における真の平方を νとおき, νの (θの多項

式と見たときの)係数の絶対値の上限を Γとおくとき (a, bの大きさ, Sの個数など

でおおよそ定めることができる), q2j が 2Γを超える程度まで上記手順を繰り返せば,

平方根 νは

ν = δjγ mod q2j

により計算できることになる.

実際の計算においては, dが奇数の場合, Couveignes([30])により, 効率的な計算方

法が提案されている.

このNewton法を用いる手順の最初に, qは f mod qが既約となるような奇素数と

仮定した. このような素数が実際に簡単に見つかるのかどうか, そもそも存在する

のかということが最後の問題として浮上する.

まず, 次の命題を示す31.

命題 A.2.9. f ∈ Z[x]を d次既約monic多項式とする (d > 1). このとき, 全素数の

中で, f mod qが Fq[x]において相異なる 2次以上の既約因子に分解するような素数

q全体のなす集合に対し, 密度は存在し, 少なくとも 1/d以上である.
31ここで, 必要な群論の言葉を復習しておく.

群Gと集合X に対し, 写像 f : X ×G→ X が与えられているとし, f(x, g) = xg とかくことにす
る (べき乗ではない). これらが次を満たすとき, GはX に作用しているという.

• xe = x (eは Gの単位元).
• xgh = (xg)h (g, h ∈ G).

x, y ∈ X に対し, ある g ∈ Gが存在して y = xg となるとき, xと yは (G-)同値という. これは同
値関係となり, その同値類は軌道と呼ばれる. X 自身が一つの軌道となるとき, Gは X に推移的に
作用するという.

x ∈ X , g ∈ Gに対し, xg = xとなるとき xは gの固定点という.

g ∈ Gに対し, G → G, h 	→ ghg−1を自己共役写像という. 自己共役写像により, Gは G自身に
作用しているとみることができる. このとき, h ∈ Gが含まれる G-軌道を, hを含む Gの共役類と
いう. Gの部分集合 C が任意の自己共役写像で自分自身に写される, すなわち任意の g ∈ Gに対し,
gCg−1 ⊆ C となるとき, C は共役について閉じているなどという.
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Proof. Gを f のQ上のGalois群とし, f の零点の集合 Ω上の置換群とみなす. f

の判別式を割らない素数 qに対し, Gにおける Frobenius自己同型の共役類が一意

に定まり, 一つの代表元を σqとおくと, f mod qの既約分解における既約因子の次

数は σq の巡回置換への分解における巡回置換の長さと対応する32. この対応から,

f mod qの既約分解に 1次因子があらわれることと, σqが固定点を持つことが同値

となり, 従って, 主張を示すには固定点を持たない σq(の共役類)に対応する素数 qの

集合の密度を考察すればよい.

Čebotarevの密度定理 (定理A.2.5)により (やや一般化して), 共役に関して閉じて

いる部分集合 C ⊂ Gに対し, σq ∈ C なる素数 qの集合の密度は存在して#C/#G

と一致することがわかる.

次の補題により, 固定点を持たないGの元は少なくとも#G/d個存在することが

わかり, よって求める密度は (#G/d)/#G = 1/d以上となることがわかる.

補題 A.2.2. Gを有限群とし, 有限集合 Ω (#Ω = d > 1) に推移的に作用している

ものとする. このとき少なくとも (#G)/d個のGの元はΩへの作用において固定点

を持たない.

Proof. (P.J.Cameron, A.M.Cohenによる ([7]))

一般に, 有限群Gが有限集合Xに作用するとする. Xσ = {x ∈ X | xσ = x} (σの
固定点の集合)と置くとき, さらにX 上にちょうど i個の固定点を持つ元 σ ∈ Gの

個数を fXi とする. このとき, Xの軌道の個数は,

1

#G

∑
σ∈G

#Xσ =
1

#G

d∑
i=0


 ∑

σ∈G
#Xσ=i

i


 =

1

#G

d∑
i=0

ifXi

で与えられる ([63]第 3章 §2 定理 2.4). X = Ωのとき, 仮定から軌道の個数は一つ

なので,

#G =
d∑
i=0

ifΩ
i (A.23)

が成り立つ. 次にX = Ω×Ωに適用 (Gは成分ごとに作用)すると, σ ∈ GのΩ上の

32「有限次代数体」節と, σq の根の上の作用から示すことができる.
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固定点の個数が iのとき, Ω× Ω上の固定点の個数は i2で与えられるから,

d2∑
i=0

ifΩ×Ω
i =

d2∑
i=0

i:square

ifΩ×Ω
i =

d∑
i=0

i2fΩ
i

となる. 一方, X = Ω× Ωの対角成分の集合はGの作用で閉じており, また, d > 1

よりXは対角成分以外の元を含むので, 軌道は 2以上存在する. 従って,

2#G ≤
d∑
i=0

i2fΩ
i (A.24)

が成り立つ. さらに, fiの定義から, 明らかに

#G =

d∑
i=0

fΩ
i . (A.25)

これらの式 (A.23), (A.24), (A.25)に対し, (A.24)− (d+ 1)(A.23) + d(A.25)を考

える.

i2− (d+1)i+ d = (i− 1)(i− d)は 1 ≤ i ≤ d に対し, 0 または負の数であり, i = 0

に対してはちょうど dと一致する. 故に,

d∑
i=0

(i2 − (d+ 1)i+ d)fΩ
i = df0 +

d∑
i=1

(i2 − (d+ 1)i+ d)fΩ
i ≤ dfΩ

0 ,

一方,

#G = (2− (d+ 1) + d)#G ≤
d∑
i=0

(i2 − (d+ 1)i+ d)fΩ
i .

よって, #G/d ≤ fΩ
0 = Ω上に固定点を持たないGの元の個数 を得る.

さて, d次monic既約多項式 f ∈ Z[x]の Galois群は対称群 Sd(位数 d!)の部分群

であるが, 高い確率で全体に一致する ([15]). 一方, 命題A.2.9, 証明により, f mod q

が既約となる素数 q全体の集合は, 対応する Frobenius自己同型 σqが長さ dの巡回

置換であるような素数全体の集合と一致する. f のGalois群が Sdである場合, 長さ

dの巡回置換は (d − 1)!個存在するので, Čebotarevの密度定理 (定理 A.2.5) (また

は命題A.2.9, 証明)により, この集合の密度は (d − 1)!/d! = 1/dとなる. dは (nに

比べ)かなり小さく選択されているので, これはかなり大きいと考えることができ,

従って, ほとんどの nに対し, f を構成したとき, f mod qが既約となる素数 qを探

すことは困難ではないと考えられる.
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しかしながら, 場合によっては全ての奇素数 qに対して f mod qが可約, あるいは

f mod qが既約となるものを見つけることが困難であることも生じ得る. その場合,

f を取り替えるなどの対応策が考えられるが, 計算量的に f の係数は小さいほうが

都合がよく, 取替えを避けたい場合もある. 以下では必ずしも f mod qが既約でな

い場合の手法を述べる ([54]).

Newton法と同様の手法であるが, 既約の場合と異なるのは, まず qZ[θ]が素イデ

アルではないことである. よって δ0は符号の差を除いても一意ではない. この場合,

qを含む各素イデアルに対し平方 (の逆元)を求め, 中国人剰余定理によりあわせるこ

とで qZ[θ]を法とした平方 (の逆元)を求める. qを含む素イデアルが t個存在する場

合には初期値となる δ0は 2t−1個存在する. これらに対しNewton法を適用していく

のだが, パラメータをうまく選択することで tを十分小さくすることができ (t ≤ d/2

など), 数体篩全体の計算量からみて, 大きな影響がないことを示すことが出来る.

ただし,上記手法においても素数 qは任意でよいわけではなく, γ = f ′(θ)2
∏
(a+bθ)

と素であるように選択する必要性は残る (上述のように f mod qが既約ならば自動

的に γと qは素となる). この条件は f mod qが既約の場合を若干一般化することで

満たすようにすることができる.

すなわち, f mod qの既約因子が全て相異なり, かつ 2次以上であればよい. 実

際, f mod qが squarefree(平方因子を持たない)ならば f ′(θ)は qと素であり, さらに

f mod qが 1次因子を持たないならば, qの上にある 1次の素イデアルは存在せず,

よって命題A.2.6により a+ bθは qと素, 従って γは qと素となる.

さらに, このような qは命題A.2.9により, 十分存在することがわかる. 従って実

際に数対篩法を実行する場合, f mod q, q = 3, 5, 7, . . .と調べていくことで容易に求

める性質を持つ qを探すことができると考えられる.
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A.2.3 数体篩法の手順

数体篩法の手順をまとめる.

【 数体篩法 】

正整数 n, およびパラメータ d, u, y であって d > 1, n > d2d2 を満たすものが与

えられたとき, nの非自明な因子を見つけるか, nが素数であることを試みるアルゴ

リズムである.

Step 1. nが素数べきであるか否かを調べる ([32]). または y以下の素数で割れる

か否かを調べる. いずれかの場合にはその素因子を出力して終了する.

Step 2. base m法により整数 mと, d次 monic多項式 f(x) ∈ Z[x] であって,

f(m) ≡ 0 mod nを満たすものを探す. f を Z[x]において既約因子に分解し ([31]),

f が可約であるならば, 一つの非自明な因子 gに対し g(m)が nの非自明な因子であ

るか否かを調べ, そうであるなら g(m)を出力して終了する.

以下では f は既約とし, θ ∈ Cを f の一つの根とする. gcd(f ′(m), n)を計算し, こ

れが nの非自明な因子であるならばこれを出力して終了する.

Step 3. 篩により, 集合

T = {(a, b) ∈ Z2 | gcd(a, b) = 1, |a| ≤ u,

0 < b ≤ u, (a+ bm)N(a + bθ) is y−smooth}
の要素を全て求める.

Step 4. (a, b) ∈ T に対し, F2上のベクトル e(a, b)(定義は (A.22)参照) を生成し,

これらを列とする行列を構成する. この行列から, 列の非自明な線型従属関係式を

見つける (Wiedemann coordinate recurrence algorithm [56]など). 見つからなかっ

た場合はここで終了. 見つかった場合はその従属関係式にあらわれる (a, b)全体の

なす部分集合を S ⊂ T とおく.

Step 5. 代数的整数 γ = f ′(θ)2
∏

(a,b)∈S(a + bθ) を θの d次未満の多項式であらわ

し, その平方根 ν =
∑d−1
i=0 αiθ

i (αi ∈ Z) を計算する ([54]参照). ここで平方根の計算

に失敗したら終了する.

Step 6. ξ2 = f ′(m)2
∏

(a,b)∈S(a+ bm) なる ξ ∈ Zに対し, ξ mod nを計算する.

Step 7. gcd(ξ −∑d−1
i=0 αim

i, n) を計算し, それが非自明な nの因子ならばそれを

出力して終了する. そうでなければ T から Sを取り除き, Step 4に戻る.
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ここでは rational, algebraicを同時に行う形で記述したが, 高速化のための最適値

を考えると, smoothness bound (y) や, 検索範囲 (u)などのパラメータは rational,

algebraicで異なるものを取る方がよい. 具体値などについてはA.2.6節で言及する.
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A.2.4 特殊数体篩法

これまでの議論では, 多項式 f の根の一つ θから生成される整環Z[θ] を一般的に

考察してきた. A.2.2「algebraic part」節での条件 AS-1)∼AS-4)のところでも述べ
たが, Z[θ]に特殊な条件が成り立てば, 数体篩法における手順のいくつかは省略する

ことができる. Pollardらによる最初の数体篩法のアイデア ([33])では,

• Z[θ]は素元分解環

なる仮定を置いた. この条件下では代数体上で直接, 素因数 (素元)分解でき, 単数の

情報が必要になること以外は有理数体上での手順とほぼ同様となる.

しかしながら上記条件は一般には成り立ちにくく, n = ck ± s (c, sは小さい)の

形の合成数で, 扱う代数体も特殊なものに限られる. ただし, このような形の合成数

(円分数など)に対しては最も強力な手法となっている. 上記条件付の分解法を特殊

数体篩法, 一般的な状況下での分解法は, 特殊と区別する場合, 一般数体篩法と呼ば

れる.

以下に最近の特殊/一般数体篩法による素因数分解の結果を表にまとめる33. 特殊

な合成数については特殊数体篩法により, 800-bit超が分解されており, 一般では (一

般)数体篩法により 576-bitの分解が報告されている.

bit type method

1996/04 429 RSA-130d NFS

1998/09 615 12167 + 1 SNFS

1999/02 462 RSA-140d NFS

1999/04 698 (10211 − 1)/9 SNFS

1999/08 512 RSA-155d NFS

2000/11 773 2773 + 1 SNFS

2002/01 522 c158d of 2
953 + 1 NFS

2003/01 809 M809 SNFS

2003/03 529 RSA-160d NFS

2003/12 576 RSA-576 NFS

表 A.1: 特殊数体篩法と一般数体篩法の最近の結果

33Arjen K. Lenstra, SNFS versus (G)NFS and the feasibility of factoring a 1024-bit number
with SNFS, Workshops on the state-of the-art of factoring large numbers (organized by CWI in
Utrecht, December 12, 2003) の資料 (http://db.cwi.nl/projecten/project.php4?prjnr=84)
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A.2.5 計算

数体篩では rationalと algebraicの 2種の篩を実施する必要がある.

rational sieve ある範囲の a, bに対し, a+ bmの形の整数の smooth性を調べるの

が篩である. bを固定して, aを動かしたとき, factor baseに含まれる素数 pに対し

て pで割りきれる a+ bmは等差数列として現れる.

そこでまず, 各 amin ≤ a ≤ amax に対応させたmax−min個の配列W [i]を用意す

る. 初期値は 0としておき, 各 pに対して, a+ bmが pで割れるならば対応する配列

に �log p� を加えていく. これは最初に割れる箇所さえ計算すれば, あとは pおきに

加えていくことで実施できる.

factor base に含まれるすべての素数に対して上記手順を行った後, 値が, ある閾

値を超えている配列に対応する a+ bmは, ある程度多くの素数で割り切れたという

ことを意味し, smoothとなる可能性の高い候補となる. さらに bの方も動かして多

くの候補を集める.

これらの候補に対し, 実際に factor baseの素数で素因数分解を実施し, smoothで

あるかどうかを確かめる34.

algebraic sieve N(a+ bθ) ≡ 0 mod p⇔ a ≡ −br mod p for some r ∈ R(p)であっ
た. よって rationalの場合と同様, bを固定, aを動かしたとき, (p, r)で割れる箇所

は等差数列として現れる. よって手順もまったく rationalの場合と同様である.

数体篩法では, 篩作業が終了したのち, 行列の計算を行い一次従属関係を作成しな

ければならない. 行列のサイズは factor baseの個数などに依存して決まるが, 対象

となる合成数のサイズが大きい場合, factor baseも多く必要で, よって行列のサイズ

も非常に大きなものになる. 行列計算は基本的にはGauss消去などで行うが, 扱う

行列は疎 (要素が 0のものが多い)であり, サイズを小さくして計算する方法などを

用いることが可能である. また, 反復系のアルゴリズムとして知られている Lanczos

法を改良した方法も提案されている ([39]).

から抜粋. Mν = 2ν − 1 : Mersenne数 RSA-∗ ∗ ∗ : RSA Factoring Challenge([46])

34完全に smoothとならない場合でもうまく組み合わせて平方数をつくる手法もある ([28]など).
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A.2.6 数体篩法の計算量

ここでは数体篩法の全ての処理に必要な計算量見積もりについて, 結果のみ述べ

ることにする.

計算量を次の式を用いて表す.

Lx[a, b] = exp( (b+ o(1))(log x)a(log log x)1−a ).

アルゴリズムへの入力を xとしたとき, 計算量が log xの多項式であらわされるも

のを多項式時間アルゴリズムと呼ぶが, 上記式を用いると a = 0 (Lx[0, b] = exp((b+

o(1))(log log x)) = log x exp(b+ o(1))) の場合として表現できる. a = 1の場合は指

数時間アルゴリズムということになる. よって計算量をこの式であらわした場合, a

の値は 0に近い方が計算量が”少ない”, 素因数分解アルゴリズムに関して言えば, よ

り優れた分解法であるということになる.

A.2.3節で述べた数体篩法 (Adlemanによる平方剰余記号を用いた方法の場合)に

おいて, 目的の合成数を nとし,

d = (31/3 + o(1))(logn/ log logn)1/3,

1 < d2d2 < n,

u = y = Ln[1/3, (8/9)
1/3 + o(1)]

とおくとき, 高々

Ln[1/3, (64/9)
1/3 + o(1)] = Ln[1/3, 1.92299 · · ·+ o(1)] (A.26)

の計算量により, nの非自明な因子を出力するか, もしくは nが素数であると判定す

ることが見積もられている.

さらにCoppersmithによる改良案 ([11])によれば, 計算量は

Ln[1/3, 1.901] (A.27)

となる. ちなみに, 2次篩法 (MultiPolynomial版 [50])の計算量は Ln[1/2, 1.020], 特

殊数体篩法は Ln[1/3, 1.526 . . .]となることも知られている (前節でも述べたが特殊

数体篩法が適用できる合成数は極めて特殊なものに限られることに注意).

実際の合成数に対して, 各種パラメータをどの程度の大きさで取ればよいかにつ

いて, 様々な試算が行われている. 1024-bit RSA型合成数 (n = pq, p, qは同じビッ
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ト長の素数)は現在公開鍵暗号の鍵として広く用いられており, このサイズの合成数

の素因数分解は多くの研究者の興味を引いている.

rational sieveにおける smoothness bound(factor baseに含まれる素数の上限) を

yr, algebraic sieveに対する boundを ya (A.2.2節ではともに yと書いた)とすると

き, [49](Crypto2003版の改訂版)では yr ≈ 3.5 · 109, ya ≈ 2.6 · 1010を採用している.
また, [37]ではより理論的な考察のもと, 1024-bitに対しては yr ≈ 1.2 · 1010, ya ≈

5.5 · 1010 が必要であることを導いている.
現在, 1024-bit合成数に成功した例は皆無であり, これらのパラメータサイズで成

功するか否かの実証は無論行われていない.

A.2.7 数体篩法の改良

数体篩法の改良や発展形が提案されているが, ここでは主なものについて文献を

紹介するのみとする.

Multiple Polynomial NFS ([20]).

対象となる合成数 nに対し, 複数の多項式 fj(x) (j = 1, 2, . . .) と共通のmであっ

て, fj(m) ≡ 0 mod nとなるものを選ぶ方法. 各多項式に対し, その 1つの根を付加

した体の上で数体篩法と同様の手順を行う.

この方法では, 多項式の係数を小さくとることが可能となる場合があり, 高速化に

貢献する.

Lattice Sieve ([30]).

factor baseの素数を大きさによって大中小などに分割する. 中ぐらいの大きさの

素数を一つ固定し, 篩対象の集合 {a+ bm}のうち, その素数の倍数であるものから
なる部分集合を取り出し, これに対し篩を行うというのが lattice篩である. その部

分集合ははじめから factor baseに含まれるひとつの素数で割れることがわかってい

るため, ”あたり”を付けやすいというのがアイデアである.

このアイデアをさらに改良した高速化手法も提案されている ([21]).
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付 録B Verilog記述言語による評価
詳細
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B.1 デリバリセルの設計

�log2 p�(ソースコード中 log_p)は 4ビットあればよいことは，6.4節で既に述べ

た．以下に �log2 p�と log_pの対応を示す．

�log2 p� log_p[3:0] (二進表現)
19 0010

20 0011

21 0100

22 0101

23 0110

24 0111

25 1000

26 1001

27 1010

28 1011

29 1100

30 1101

31 1110

32 1111

すなわち �log2 p� = log_p + 17としている．

また，Lは delivery line上のどの delivery cellかを示すインデックスである．

module delivery_cell
(

clk ,
g_s_in ,
g_c_in ,
valid_in ,
l_in ,
log_p_in ,
g_s_out ,
g_c_out ,
valid_out ,
l_out ,
log_p_out

) ;

input clk ;
input [9:0] g_s_in ;
input [9:1] g_c_in ;
input valid_in ;
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input [11:0] l_in ;
input [3:0] log_p_in ;
output [9:0] g_s_out ;
output [9:1] g_c_out ;
output valid_out ;
output [11:0] l_out ;
output [3:0] log_p_out ;

reg [9:0] g_s_out ;
reg [9:1] g_c_out ;
reg valid_out ;
reg [11:0] l_out ;
reg [3:0] log_p_out ;

wire g_can_be_added = valid_in & ( l_in[11:0] == ‘L ) ;

always @ ( posedge clk )
begin

g_s_out[9] <= g_can_be_added ?
( g_s_in[9] ? 1’b1 : g_c_in[9] ) :
g_s_in[9] ;

g_s_out[8] <= g_can_be_added ?
( ( g_s_in[9] & g_c_in[9] & g_s_in[8] ) ?

1’b1 : ( g_s_in[8] ^ g_c_in[8] ) ) :
g_s_in[8] ;

g_s_out[7:5] <= g_can_be_added ?
( g_s_in[7:5] ^ g_c_in[7:5] ) : g_s_in[7:5] ;

g_s_out[4] <= g_can_be_added ?
( ~ ( g_s_in[4] ^ g_c_in[4] ) ) : g_s_in[4] ;

g_s_out[3:1] <= g_can_be_added ?
( g_s_in[3:1] ^ g_c_in[3:1] ^ log_p_in[3:1] ) :
g_s_in[3:1] ;

g_s_out[0] <= g_can_be_added ?
( ~ ( g_s_in[0] ^ log_p_in[0] ) ) : g_s_in[0] ;

g_c_out[9] <= g_can_be_added ?
( ( g_s_in[9] & g_c_in[9] ) ?

1’b1 : ( g_s_in[8] & g_c_in[8] ) ) :
g_c_in[9] ;

g_c_out[8:6] <= g_can_be_added ?
( g_s_in[7:5] & g_c_in[7:5] ) : g_c_in[8:6] ;

g_c_out[5] <= g_can_be_added ?
( g_s_in[4] | g_c_in[4] ) : g_c_in[5] ;

g_c_out[4:2] <= g_can_be_added ?
( ( g_s_in[3:1] & g_c_in[3:1] ) |

( log_p_in[3:1] & g_s_in[3:1] ) |
( g_c_in[3:1] & log_p_in[3:1] ) ) :
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g_c_in[4:2] ;
g_c_out[1] <= g_can_be_added ?

( g_s_in[0] | log_p_in[0] ) :
g_c_in[1] ;

valid_out <= valid_in ;
l_out[11:0] <= l_in[11:0] ;
log_p_out[3:0] <= log_p_in[3:0] ;

end

endmodule

B.2 インターリーブしたデリバリセルの組の設計 (r = 4

個分)

以下のソースコードにおいて，log_pと Lの扱いはB.1節と同じである．

module interleaved_4_delivery_cells
(

clk ,
g0_s_in ,
g0_c_in ,
g1_s_in ,
g1_c_in ,
g2_s_in ,
g2_c_in ,
g3_s_in ,
g3_c_in ,
valid_in ,
l_in ,
log_p_in ,
g0_s_out ,
g0_c_out ,
g1_s_out ,
g1_c_out ,
g2_s_out ,
g2_c_out ,
g3_s_out ,
g3_c_out ,
valid_out ,
l_out ,
log_p_out

) ;

input clk ;
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input [9:0] g0_s_in ;
input [9:1] g0_c_in ;
input [9:0] g1_s_in ;
input [9:1] g1_c_in ;
input [9:0] g2_s_in ;
input [9:1] g2_c_in ;
input [9:0] g3_s_in ;
input [9:1] g3_c_in ;
input valid_in ;
input [11:0] l_in ;
input [3:0] log_p_in ;
output [9:0] g0_s_out ;
output [9:1] g0_c_out ;
output [9:0] g1_s_out ;
output [9:1] g1_c_out ;
output [9:0] g2_s_out ;
output [9:1] g2_c_out ;
output [9:0] g3_s_out ;
output [9:1] g3_c_out ;
output valid_out ;
output [11:0] l_out ;
output [3:0] log_p_out ;

reg [9:0] g0_s_out ;
reg [9:1] g0_c_out ;
reg [9:0] g1_s_out ;
reg [9:1] g1_c_out ;
reg [9:0] g2_s_out ;
reg [9:1] g2_c_out ;
reg [9:0] g3_s_out ;
reg [9:1] g3_c_out ;
reg valid_out ;
reg [11:0] l_out ;
reg [3:0] log_p_out ;

wire g0_can_be_added = valid_in & ( l_in[11:0] == ‘L ) ;

always @ ( posedge clk )
begin

g0_s_out[9] <= g0_can_be_added ?
( g0_s_in[9] ? 1’b1 : g0_c_in[9] ) :
g0_s_in[9] ;

g0_s_out[8] <= g0_can_be_added ?
( ( g0_s_in[9] & g0_c_in[9] & g0_s_in[8] ) ?

1’b1 : ( g0_s_in[8] ^ g0_c_in[8] ) ) :
g0_s_in[8] ;

g0_s_out[7:5] <= g0_can_be_added ?
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( g0_s_in[7:5] ^ g0_c_in[7:5] ) : g0_s_in[7:5] ;
g0_s_out[4] <= g0_can_be_added ?

( ~ ( g0_s_in[4] ^ g0_c_in[4] ) ) : g0_s_in[4] ;
g0_s_out[3:1] <= g0_can_be_added ?

( g0_s_in[3:1] ^ g0_c_in[3:1] ^ log_p_in[3:1] ) :
g0_s_in[3:1] ;

g0_s_out[0] <= g0_can_be_added ?
( ~ ( g0_s_in[0] ^ log_p_in[0] ) ) : g0_s_in[0] ;

g0_c_out[9] <= g0_can_be_added ?
( ( g0_s_in[9] & g0_c_in[9] ) ?

1’b1 : ( g0_s_in[8] & g0_c_in[8] ) ) :
g0_c_in[9] ;

g0_c_out[8:6] <= g0_can_be_added ?
( g0_s_in[7:5] & g0_c_in[7:5] ) : g0_c_in[8:6] ;

g0_c_out[5] <= g0_can_be_added ?
( g0_s_in[4] | g0_c_in[4] ) : g0_c_in[5] ;

g0_c_out[4:2] <= g0_can_be_added ?
( ( g0_s_in[3:1] & g0_c_in[3:1] ) |

( log_p_in[3:1] & g0_s_in[3:1] ) |
( g0_c_in[3:1] & log_p_in[3:1] ) ) :

g0_c_in[4:2] ;
g0_c_out[1] <= g0_can_be_added ?

( g0_s_in[0] | log_p_in[0] ) :
g0_c_in[1] ;

g1_s_out[9:0] <= g1_s_in[9:0] ;
g1_c_out[9:1] <= g1_c_in[9:1] ;
g2_s_out[9:0] <= g2_s_in[9:0] ;
g2_c_out[9:1] <= g2_c_in[9:1] ;
g3_s_out[9:0] <= g3_s_in[9:0] ;
g3_c_out[9:1] <= g3_c_in[9:1] ;

valid_out <= valid_in ;
l_out[11:0] <= l_in[11:0] ;
log_p_out[3:0] <= log_p_in[3:0] ;

end

endmodule
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